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0.1 Intro

Definicié 1

Un espai projectiu sobre un cos k de dimensié n és una terna formada per:
1. Un conjunt P (els elements del qual s’anomenen punts)

2. Un espai vectorial E sobre k de dimensié n + 1

3. Una aplicacid exhaustiva w: E\ {0} — P tal que 7(v) = n(w) <= v =
Aw, per a alguna X € k.
A un espai projectiu (P, E,m), Uanomenarem comunament P. w(v) = p nglagio
p = [v] i diem que p és representat per v o que v Tepresenta a p.

Definicio6 2
L C P s’anomena varietat lineal <= L = w(F \ {0}) := [F], anb F C E un

subespai.

Proposicié 1
Si L = [F), aleshores F'\ {0} = 7=1(L) 4, per tant, L determina F.

Demostracio.
ve FA\{0} T roy e L = ven (D).

[D]venr (L) < n(v) €L < Fwe Flr(w) =n(v) = v=2Iw =
v e F.

U
Definici6 3
dimL=dimF —1
Observacio 1
L’aplicacio
Subd+1(E) — V.LZ"I’Ld(IPn)
és bijectiva per definicid de varietat lineal i la proposicié anterior.

Observacié6 2
Si L = [F] varietat lineal de dimensio d > 1, aleshores (L, F,mp_0}) és espai
projectiu de dimensio d.



0.1.1 Incidencia de varietats lineals
En tota aquesta seccié suposarem que L; = [F}] i que Ly = [F3]

Proposici6 2
[1 CLy < F| CF>y

Demostracio.

: Agafem v € Fy. Si v =0, aleshores v € Fy. Si v # 0, aleshores [v] € Ly,
[v] € Ly = v € F.

Iy Cc B, = F\{0} C F»\ {0}, aleshores L; = w(F; \ {0}) C
m(F2 \ {0}) = Lo

O

Proposicié 3
LiN Ly =[FNF]

Demostracio.
Volem veure que Ly N Ly = m(Fy N Fy) \ {0}

pely = p=[],veF
-:> cpelinNly =
P ! 2 {p€L2:>p[w},w€F2

p=p=w = weF = weFNF, = pe€[FNF)]

== M=w —

p=[],veF = pel,
— | :pen((F1NF)\{0}) = p=[v], ve INF, =
p € m((F1NF2)\{0}) p=[v] 1N Fy {p:[v]mer ve Ly
peliNLy
O

Proposicio6 4
LiNLy C Ly, i =1,2. S8i T varietat lineal compleix T C Ly, aleshores T C
LiNLs.

Definicio 4
Ly V Ly = [Fy + F»] = uncid de (suma de, varietat geenrada per Ly i Lo.

Proposicié 5
LiV Ly DL, v =121 st T varietat lineal compleiz que T D Ly + T D Lo,
aleshores T' D L1 U L.

Demostracio.

Per algebra lineal, I} + F», D F; — L1V Ly, = [Fl + FQ] D [Fl] = L.
Idem per Fo i Ly. T=[F]iT > L; = F > L; = F D F, 4+ F,. Aleshores
T=[F]|D[F1+F)=L1V L. O

Proposici6 6 1. Ly C L1 = dimLy < dimLy



Ly CL
2. {7t = L1=1L,
dimL, = dimLo

Demostracio.

1. L1 C Ly = F|, CF, = dimF) <dimFy, — dimL; < dimLsy

L L F F:
2. .1C2 . — .1C2 . :>F1:F2:>L1:
dimL, = dimLo dimF| = dimIFy
Ly
O
Teorema

d’Lle + dszQ = dlle N LQ + dZle V LQ

Demostracid.

Representant les dimensions de les varietats lineals en funcié dels seus espais
vectorials associats tenim: dimF; —14+dimFy—1 = dim(FiNFy)—1+dim(F; +
Fy) — 1, que és la férmula de Grassman que coneixem de ’algebra lineal. O

Proposicié 7

{Ll =[] C L = [F]]

= [ VIyCL,VL:
Ly = [Fy] C Ly = [Fy] L

Demostracio.
LycLjcLjvI

= L1V ILyCLjVL O
LycL,CL,VIL Pr e

Lema 1
Sigui L una varietat lineal. St p & L, dimLV {p} = dimL + 1

Demostracio.

Per Grassman tenim que dimL + dim{p} = dimL Vv {p} + dimL N {p} =
dimL+0=dimLV {p} —1 O
Lema 2

H hiperpla, L varietat lineal tal que H 2 L. aleshores dimL N H = dimL — 1.

Demostracio.

Per Grassman tenim que dimL+n—1=dimLNH+dimLV H. Pero LV H
només pot ser el total, ja que per hipotesi L no esta continguda a I’hiperpla.
Aixi ens queda dimL +n —1=dimLNH + n. O

Definicio 5
LiNnLi =0

L1, Lo viaretats lineals de P,, es diuen suplementaries <
Liv LI, =P,

{ﬂmﬁg:ﬂn

— F=IaF
Fi+Fy=E e



Lema 3
Dues condicions qualssevol entre les seguents

1. 1Nl =0

2. 1wV L, =P,

3. dim(Ly) 4+ dim(Ly) =n —1
impliquen la tercera.

Lema 4
Donats els punts qo,q1,---,qn € Py

1. dim(goV @1 V...V@gm) <m
2. dim(goV@rV...Vgn)=m <= Vi>0,¢; €(goVq V...Vqi_1)

Demostracid.
dim(qo) = 0
dim(qo V ¢1) <1 (igualtat <= ¢q1 # qo)
dim((go vV q1) V ¢2) < 2 (igualtat <= q1 #2192 € ¢1 V qo)

dim((goV...Vgi-1)Vaq)<i O

Definicié 6

Diem que els punts qo,q1,- .., qm $On linealment independents <= dim(qo V
Vg =m

Lema 5

q0,q1; - - -, qm SOm independents <= Vi >0,q; € qoV @1 V...V qi—1

Lema 6
S’L q; = [’Ui], )
independents.

0,...,m, qo,q1,---,qm independents <= vg,V1,...,0m

Demostracio.

40,491, - - -, ¢m independents <= dim(qoV q1 V...V qm) = m. Si q; = [v;],
tenim que {¢;} = [< v; >]. Aleshores, qo V...V @m = [<vo > +...+ < vy >
| =[<vo,...svm >] O
Proposicio 8
St qo,q1,---,qm SOn independents, tot subconjunt d’aquests punts son també
independents.

Proposicié 9
Sigui L una varietat lineal de dimensid d. Siguin qq, ..., qm € L punts indepen-

dents. Aleshores

1. m<d



2. 3¢m+1,-.-,q94 € L tal que qo, ..., qm, @m+1, - - -4 SOn independents (i ge-
neren L)

Demostracid.
Sigui g V ...V ¢, espai projectiu de dimensié m tal que qg V ...V ¢ C L,
amb dim(L) = d. Si m = d, ja hem acabat. Sim < d, @ V...V qn C L.

Agafem ¢41 € L\ qo V ...V ¢, de manera que qo V ...V ¢ V ¢m+1. Podem
anar repetint aquest procediment fins que el conjunt de punts generin L. O

Definicié 7
Un simplex n-dimensional A de P,, és un conjunt de m~+1 punts qq, . ..,qm € Py
independents (amb m < n). Una cara d-dimensional de A és qualsevol unid
Dio V... VD, de d+1 punts d; disjunts. Comunament anomenarem a una cara
de dimensio 0 com a veértexr, una cara de dimensio 1 una aresta...
Definicié 8
Suposem donats espais projectius (P, E, ) i (P, E, ) i un isomorfisme ¢: E —
E (de manera que n = m). Prenem el segiient diagrama commutatiu:

Vp € Py, agafem v | [v] = p i considerem [p(v)]. Observem que agafant
v # 0 i per ¢ injectiva = @(v) # 0 i podem considerar [p(v)]. Observem
també que, si agafem v’ | [v'] = p en lloc de v, aleshores v/ = v = (V') =
Ap(v) = [p(v')] = [p(v)]. Per tant, [¢(v)] esta ben definida i no depén de la
tria de v.

Tenim aplicacio induida per p:

[¢]: P, — P,
[v] — [p(v)]
Definicié 9
[¢] és la projectivitat definida per .
Observacio6 3
[p] = [Ap] VA #0
Propietats de les projectivitats
1. Sigui [¢]: P, — P, i [¢)]: P, — P,,, aleshores [) o @] = [1] o [¢] ( =

composicié de projectivitats és projectivitat)

Demostracia.

Afegir un diagrama commutatiu enorme O
2. [Idg] = Idp,

o [leole] = 1ds,
[ o [071] = Idy,
bijectiva i la seva inversa és projectivitat

[¢~1] inversa de [p]. En particular, [¢] és



Suposem L = [F] varietat lineal de P, i f = [¢]: P,, — P,,

1. f(L) = [¢(F)] (en particular f(L) és varietat lineal de dimensié = dim(L).
Demostracio.

:pr(L):> = f(q) per a algun ¢ € L = si ¢ = [v],
veF = p(v) € ( ip=lp(v)] = pelp(F)
]

)
'pe[go( )], p = [w] per a alguna w € ¢(F). Sigui v | p(v) = w.
[«#]

Aleshores p = [p(v)] ([v]) € F(L)
U
2. fir: L — f(L) és projectivitat (és la projectivitat definida per [¢.].
Demostracid.
Vp =[] € L, fir(p) = [¢(v)] = [p|L(v)] 0

3. L1 C Ly = f(L1) C f(L2)
4. f(Ll N LQ) = f(Ll) n f(LQ)
5. f(Ll V LQ) = f(Ll) V f(LQ)

Demostracia.

: Sigui p € f(L1V La) = p = f(q) per a algun ¢ € [v1 + v, amb
v1 € Fi, v2 € Fao p = [p(v1 + v2)] = [p(v1) + (v2)] € [0(F1) +
o(F2)] = f(L1) + f(L2)

:p € f(lh)V f(Le) = p = [wg + ws], amb wy € p(F;) amb
vy € Fy 1 we € p(F2) amb ve € Fy. Aleshores p = [p(v1) + ¢(v2)] =
[(p(l}l + UQ)} = f([’Ul + ’02]), [1)1 + 112] € L1V Ly

O
6. qo,-..,qm € R, independents <= f(po), ..., f(pm) independents
Demostracid.
qo, - - - s ¢m independents <= dim(qo V...V gm) =m <= dim(f(q V
. Vagm))=m <= fim(f(q)V...Vflgn)) =m <= f(q),..., (gm)
independents O

Definicié 10

Anomenem quadrilater a la figura formada per quatre rectes de Po, totes con-
currents. Anomenem vertexs a les interseccions de costats disjunts i diem que
dos verter sén oposats sit mo comparteizen cap costat. Anomenem diagonal a
la unid de vértexs oposats.



Teorema
Les diagonals mo concorrents son els costats d’un triangle anomenat triangle
triagonal.

Definicié 11

Anomenem quatrivértex a un conjunt de quatre punts (vértex) no alineats. Els
costats son les unions de vértexs diferents i diem que els costats son oposats si
no comparteixen vérters. FEls punts son diagonals si son interseccions de costats
oposats.

Teorema (Desargues)

Siguin ABC i A'B'C’ triangles de Py tals que cap vértex d’un triangle és a

un costat de lantre triangle. Si AA’, BB', CC’ concurrents, aleshores si

{a:BC,b:AC,c:AB S _
, S e At L = anNdad,bNd icNd son punts alineats.
o = B'CWIA'C!, ¢ = A'B

Teorema (Pappus)

Siguin A, B, C tres punts alineats 1 A’, B" i C' tres altres punts alineats.

Aleshores AB'NA'B, AC'NA'C i BC'" N B'C estan també alineats.

0.2 Referencies projectives

Definicié 12
Una referéncia projectiva a P, és un conjunt ordenat de n + 2 punts A =
{po, ..., pn; A} tal que:

1. po,...,pn independents (po,...,pn simplex = simplex de la referéncia)
2.Vi=0,....n, AdpoV...Vp;V...Vpy.

Definicié 13
€0s---,6n € FE s’anomena base adaptada a A = {po,...,pn; A} sit els vectors
son representants dels vértexrs i la seva suma representa el punt unitat.

Lema 7
Tota referéncia té una base adaptada.

Demostracid.
Agafem v; amb ¢ = 0,...n tal que [v;] = p; = vg,...,v, base de E.
Sigui v | [v] = A, v = Agvo, - - ., Ap¥y. Necessariament A\; # 0,4 =0,...,n. Si

tinguéssim A\; = 0, v = Agvg+. . .+)T¢;i+. ..+ ApUn, aleshores A € pgV...Vp; V
...V Dn, que co compleix I'apartat (2) de la definicié de referéncia projectiva.

Agafant e; = \;jv;, tenim que e; # 01 ey, ..., e, formen base adaptada. O
Lema 8

Si€gy...y€n i00,- ..,V $ON bases adaptades de A, aleshores Ip € K | e; = pv;;
Vi.



Demostracio.
pi=[ei] = [vi] = Fpe K |ei=piv;

= Yo pivi = pyvi =
A=el=vu] = FJpeK|X e=p> v o '
Y.(pi—plvi=0 = p;i—p=0Vi. O
0.3 Coordenades
Agafem Vp € P, i A referencia.
Definici6 14
xg,..., Ty € K son coordenades de p relatives a A <= 3 base adaptada a §
€0y -+ en | D= [To€0,...,Tnen] (necessariament (xg,...,x,) # (0,...,0).
Amb aquesta definicié tenim les segilients propietats:
e Vp € P, tenen coordenades i si zq,...,Tn 1 Yo, ---,Yn sON coordenades de
p, aleshores 30 € K de manera que x; = dy; Vi.
Demostracid.
1. Tot punt té coordenades: Agafem p = [v]iey,...,e, base adapta-
da. Aleshores v = zgeq, ..., xnen i (To, ..., T,) seran les coordenades
de p.
2. Siguip = [zo€o, - -, Tnen] = [YoV0,- -, YnUn] amb €q, ..., €, 100, .., Uy
bases adaptades. Aleshores (zgeq, ..., Znen) = A(Yovo, .-, Yntn) 1
(xoeo, ..., Tnen) = (Topvo, ..., Typv,) pel lema anterior, de manera
que (Ayo—pxo)vo+. .. +(Ayn—pzp)v, = Ayi—pr; =0 = 6= %.
O
o V(zo,...,2z,) € K"\ {0}, 3'p amb coordenades (o, ..., x,)
Demostracio.
Mirem primer l'existéncia: ey, . .., e, base adaptada tal que [xoeq, . . ., Tpep]
té coordenades xy,...,z,. Comprovem la unicitat: Siguin p,q dos punts
de tals que p = [xoeq, ..., Tnen] 1 ¢ = [Tovo, ..., Tpvy]. Pel lema anterior
tenim que e; = pv;. ]
Lema 9
Sip té coordenades x, . . ., Tn, aleshores YV base adaptada vy, ..., vn, P = [XoVo, . .., Tty
Demostracio.
p = [Zg€o, ..., Tnen] Per a alguna base e; O



0.4 Incidéncia amb coordenades

Sigui una referéncia 6 = (po, ..., pn, A) de P,,. Aleshores, Vey, ..., e, base adap-
tada de 0, p = [x0,...,Tn] <= p=[To0 + ...+ Tnen].

0.4.1 Independéncia de punts

W b

Punts ¢; = [bY,...,b"],ambi = 0,...,d sén independents <= rg | : :
by oo b

d+1

0.4.2 Representacio de varietats lineals

Equacions parametriques

Sigui L = [F] varietat lineal de dimensié d, i punts qq, . .., qq independents en

L (que generen L). ¢; = [b0,...,b%] <= wv; = (b9,...,b¢) sén representants

dels g; i formen base de F'. Aleshores ¢ € L <= ¢ = [v], amb v € F <—
o, A | v = Xovo + ...+ Ngug. Es a dir, ¢ = [xg,...24] € L <—
g, ..., Ag tal que

=X A
D’altra banda, per a punts [z, ..., x4] donats, per a qualsevol igualtat d’a-

questes amb columnes independents generarien una varietat lineal de dimensi6

d.

Representacié implicita de L

Tenim que ¢ = [v] € L <= v € F. Suposem ¢ = [zg,...,x,] i agafem
v = (xg,...,2,). Aleshores 3(n — 1) — (d — 1) = n — d equacions homogenies
independents. Aeshores v € F <= (xo,...,x,) és soluci6 de les equacions.
b8 e bl
€L < v=ux9eg+...+ape, €EF <= 1rg 5 : <d+1
A i
:L'() PR xn
0.4.3 Calcul de la unié
Sigui L un espai projectiu i qo, ..., qq punts independents en L que el generen,
i sigui L' un altre espai projectiu i gg, . .., ¢ un conjunt de punts independents



en L' que el generen. Aleshores LV L =qgV...VqqV V...V, Extreiem de
40, ---9d>q6s - - - ¢ un sistema maximal de equacions i independents i agafem
les coordenades com a columnes del sistema.

0.4.4 Calcul de la interseccid

Per a calcular la interseccié de dues varietats, ajuntem les equacions de les
varietats.

0.4.5 Inclusio
LCl «<— LvL =L'ALNL =1L

0.5 Canvis de referéncia

Siguin A = (pg,...,Pn, A4) 1 Q = (qo, ..., qn, B) dues referéncies de P,,. Tenim
p=[To,...,Zn]a = [Yo,.--,Yn]o. Com relacionem 2’s i y’s? Suposem els punts
de la referéncia ) en la referencia A:

q():[dg,...,dg]A:[ag,...,ag] (1)

(2)
qm=1[a>,...;a"%]a =1[a>,... a" (3)
B=1[d...,a"|a (4)

. . . y n 7 s N 7 . N .
i els escribim de manera que a* = 3 =0 a;. Aixo0 és possible perque les equacions
que surten de forgar aix0o formen un sistema de cramer. Els representants v;

dels punts adaptats [al, ..., a?] formen una base adaptada a B:
vo = ajeo + ... +alen (5)
(6)
Vp =aleo+ ... +ale, (7)

(8)
Aleshores el punt p
p=0D_vivl =D _uY ale] =0 O wial)e;]
i=0 i j i

, 0 de manera matricial

0 0
o L I Yo
=p e
Tn ag e aﬁ Yn

10



0.6 Coordenades absolutes
A Py amb la referencia A = (pg,p1, A) considerem 'aplicacié

]P)l—)kUOO
0 om#0

p = [zo, 1] — {; z1 =0( < p=[1,0))

0.7 Rao doble

Suposem punts ¢1,q2,qG3,q4 € P, com a minim 3 diferents. Agafem una re-
ferencia A = (¢1,¢2, A). Denotem ¢; = [z;,y;]. Considerem

I3 Y3 T4 Y4
T x
p= 1 y1: 1 Y1 € kU {o0)
r3 Y3 T4 Ya
T2 Y2 T2 Y2

Lema 10
p no varia si canviem de coordenades per a cada q; o conviem de referéncia.

Demostracio.

Sigui ¢; = [, ¥:] = [MNixs, \iyi]. Aleshores
sav| | ] |
Ashe | |7 Aada]| |

AiTi A

Ti Y
= N\
Ajzi o Ajy;

J | )
Tj Yj

Si canviem de referencia:
Agafem la referencia Q tal que ¢; = [£;, §;]q. Aleshores

NERY
Yi Y Ui Uj

Ty Ty
Ui Yj

de manera que
T; Ty
Yi Yj

detM

11



