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Capitol 1

Grups

1.1 Definicions
Definicié 1

Un grup és un conjunt G amb una operacid bindriat

i interna® que compleix:
1. (zy)z = z(yz),Vx,y,z € G (associativitat)
2. Jde € G tal que ex = e = xe (existéncia de l’element neutre)
3. Vx € G,3x’ tal que xa' = 2’z = e (¢’ s’anomena element simétric d’x)
Si, a més, compleix
4. vy =yz,Vr,y € G
diem que G és commutatiu o abelia.

Si I'operacio de G és el producte, posem 1 per I’element neutre i diem invers
(x71) al simetric. Si 'operacié de G és la suma, posem 0 per I'element neutre i
diem oposat (—z) al simetric).

Proposicié
L’element neutre d’un grup G és unic i l’element simetric d’un element x de G
també és unic.

Demostracid. Si e, e’ sén elements neutres de G, aleshores ¢ = e¢’ = ¢'.
Donat x € G, si 2/, 2" sén elements simetrics d’z,

¥ =a2'e=12'(za") = (2'2)2" = ex = 2"

IDiem que una operacié és binaria quan s’opera sobre dos elements
2Una operacié6 és interna a un conjunt X quan al operar amb dos elements d’X, el resultat
que s’obté també és a X



Exemple

1. matrius invertiblesn X n amb coeficients a R amb producte de matrius =
GL(n,R)

2. GL(L,R) = (R\ {0}, )

3. (Z,+),(Q,+), (R, +), (C,+) i sén grups abelians

4. (Q\ {0},"), ({£1},-) i s6n grups abelians
Proposicié

1. z,y,a € G, xa = ya = x =y i, de manera similar, ar = ay — r =1y

2. (ay) "t =yt

Definicié6 2

Un subgrup d’un grup G és un subconjunt H C G, H # () tal que
e xyc AHVz,yec H
e H és un grup amb l'operacic de G

Proposicié
Sigui G un grup i H un subconjunt no buit de G. Son equivalents:

1. H és un grup amb l'operacio de G

2. (a) ee H
(b) z,yc H = 2y H
(c)reH = x '€ H

3. z,ye H = xy e H

Demostracio.

: Es evident per la definicié de grup.

2 = 3| z,ye H g v,y teH g vyl e H

3 —= 1| H#= dJx € H

3
z,x € H % zx~' € H = e =21 € H (hi ha element neutre)

Donat y € H, e,y € H g ey~ =y~ € H (x) (hi ha element invers)

Donats z,y € H, xz,y € H H0N vyt € H 8 2y =2y € H (el

producte és intern i, com que és associatiu a G, a la restriccié a H segueix
essent associatiu, de manera que H és un grup amb l'operaci6 de G)

Exemple
e Si G és un grup, {e} és subgrup de G i s’anomena subgrup trivial



o Ai G és un grup, G és subgrup de G i s’anomena subgrup total

o Subgrups de GL(n,R): {Id}, GL(n,Z, matrius diagonals inversibles
o Subgrups de (Z,+) : 2Z = {2n|n € Z},mZ = {>x|x € Z}

o ({1,—-1},4), (Z/nZ’ +) (només tenen subgrup trivial i total)

Proposicio
Si G és un grup i {H;}icr és un conjunt de subgrups de G, aleshores (., H;
és subgrup de G.

Proposicio
Tot subgrup H de Z és igual a mZ per a algun m > 0.

Demostracié. Si H = {0}, aleshores H = 0Z. Si H # 0, aleshores conté algun
n#0 = n 6 —n és un element de H i és més gran que 0. Sigui m l'element
estrictament positiu contingut a H. Aleshores, mZ C H. Vegem ara la inclusié
contraria. Sigui n € H. Per 'algorisme de la divisié podem escriure n = mq+r,
amb 0 < r < m. Aixi, r = n—mq € H (ja que n,mq € H). Per com hem
escollit m, tenim que r =0 = n = mq € mZ.

Observem que m1Z NmoZ = mem(my, ma).

1.2 Grups de permutacions
Definicié 3
Donat un conjunt X, diem permutacio d’X a una aplicacio bijectiva d’X a X.

El conjunt de les permutacions d’X és un grup amb la composicid d’aplicacions
1 s’anomena Sx.

Per a n enter, n > 1, anomenem grup simetric de grau n (S,) al grup de
permutacions de {1,--- ,n}. Si o € S,,, definim

(1 2 ... n
7=e) 02 ... o)
Definicié 4
Sigui o € Sy, tal que
o 0(k1) =ko,o(ke) =ks,...,o(k.) =k
e o(m)=mVme{1,2,...,n}\ {k1, ko, ..., kv}

Aleshores anomenem a o un cicle d’ordrer o un r-cicle i escrivim o = (k1, ko, ..., k).
Un 2-cicle s’anomena transposicio.

Algunes propietats dels cicles sén les segiients:

o Sio=(ki,ko,...,k,), aleshores 0= = (k,,..., ko, ki).



e Dos cicles (ki,ks,..., k), (l1,l2,...,15) sén disjunts si {ki,ko,..., kK },
{l1,1a,...,1ls} s6n conjunts disjunts.

Proposicio
Tota permutacio de S, diferent a la identitat és producte de cicles disjunts dos
a dos univocament determinats tret de l'ordre.

Corol-lari
Tota permutacio de Sy, €és producte de transposicions.

Demostracid. (k‘l, k‘g, ceay k‘n) = (k‘l, k‘g)(k)g, k‘3) ‘e (k'n—h k‘n)

Lema
Sia,b,c€{1,2,...,n}, tots diferents, aleshores (a,b)(b,c) = (a,c)(a,b).

Demostracio.

Proposicié
La identitat no és producte d’un nombre senar de transposicions.

Demostracio. Provarem per induccié que la identitat no és producte de 2k + 1
transposicions.

: Id no és transposicio.

: Suposem que Id no és proucte de 2k + 1 transposicions. Aleshores

podem escriure
Id =ttty = tap—1

amb t; transposicié. Sigui top—1 = (a,x). Aleshores, 3i tal que t; = (a,y) per
a algun y. Pel lema anterior, podem suposar que top = (a,y). Per hipotesi
d’induccié sabem que x # y. Llavors, 3t; = (a, 2) i, altre cop pel lema, podem
suposar que top_1 = (a,z). D’aquesta manera, per la hipotesi d’induccié, z #
x,y, 1 aixi successivament. Totes les transposicions sén (a,v) amb totes les v’s
diferents. Aixi, és evident que el producte no pot donar identitat.

Corol-lari
Sity,to, ... tr, T1,Ta, ..., Ts SON transposicions amb tity ...t = T\ To...Ts, ales-
hores r i s tenen la mateiza paritat.

Demostracio. tity...t,m17o...7s = Id = r + s parell.
Definicié 5
La signatura d’una permutacié o és sg(o) = (—=1)", on r és el nombre de fac-

tors en una descomposicio de o en producte de transposicions. Direm que una
permutacid és parella quan sg(o) =1 i senar quan sg(o) = —1.



La signatura compleix les propietats segilients:
* sg(o7) = sg(0)sg(T)
e sg(Id) =1

o sg(0™!) = sg(0)

Proposicié
El conjunt de S,, format per les permutacions parelles és un subgrup de S,. Es
diu subgrup alternat i s’escriu A,,.

1.2.1 Morfismes de grups

Definicié6 6

Si G,G" sén grups, una aplicacid f : G — G’ és morfisme de grups si f(zy) =
f@)f(y) Ve,y € G.

Proposicié
Siguin G, G grups, [ : G — G’ un morfisme de grups, e 'element neutre de G
i e Delement neutre de G', aleshores

1. fley=¢
2. fz™h = f(z)"'Vz € G
Demostracis. 1. f(e)f(e) = f(ee) = f(e) = f(e) =¢
2. flaYf(@) = fa™ta) = fle) =¢ = f(a™!) = f(x)™"

Vet aqui alguns exemples de morfismes:
e det: GL(n,R) — (R\ {0},-)

e s9:5, —» ({£1},")

.

o L — 7. meZ

at— am

Proposicio
Siguin G, G',G" grups, i f : G — G', g : G' — G"” morfismes de grups, aleshores
go f és un morfisme.

Demostracid. Siguin z,y € G. Aleshores, (gof)(xy) = g(f(xy)) = g(f(z) f(y)) =
9(f(2))g(f(y)) = (g0 f)(x)(go f)(y)

Definicié 7

Sigui f : G — G’ morfisme de grups. Definim:



1. Ker(f)={z € G|f(z) =¢}
2. Im(f) ={f(z)lx € G}
3. Si H és un subgrup de G definim f(H) = {f(z)|x € H}

Proposicié
1. Ker(f) és subgrup de G.

2. Im(f) és subgrup de G'.
3. Si H és subgrup de G, f(H) és subgrup de G’.

Demostracis. 1. f(e)=¢ = e € Ker(f) = Ker(f) #.

z,y € Ker(f), flzy™") = f(@)f(y™") = f@)f(y) ' =¢ = ay™' e
Ker(f)

2. Seguint un argument similar a ’anterior.

3. Sigui H un subgrup de G. 2',y’ € f(H) = x,y € H :2' = f(x),y =
f(y). Aleshores z'y'~t = f(z)f(y)~' = f(xy™') € f(H). A més, podem
afirmar que f(H) #,jaquee € H = f(e) € f(H).

Proposicié
Si f: G — G ésisomorfisme de grups, f~1 : G' = G també ho és.

Demostracio. Siguin
oy e G [ a'y) =f @) (Y
T
ay = f(N YY) =T = FET @) () = 2y

Definicio6 8
Diem que dos grups G,G" son isomorfs (G ~ G') si existeiz un isomorfisme
f:Goa.

Sigui G un grup i sigui x € G. Definim

0z G— G’
Y = xyx_l
(ryz~! s’anomena conjugat d’y per z) Aleshores , és morfisme.
Demostracio.

Y,z € G, . (yz) = z(y2)z "

— (aye ") (aze ")

=z (Y)px(2)



ot = ¢y, 1 = ¢ automorfisme. H subgrup de G, sHz ! := ¢, (H) és
subgrup de G. Es diu subgrup conjugat de H per .

Proposicio
f: G — G' morfisme de grups és injectiv <= Ker(f) = {e}
Demostracio.

z €G, f(x)=¢€ = f(e) = x = e tenim doncs que Ker(f) = {e}

z,y € G tal que f(z) = f(y) = [fl@)f(y)~! = fWfy)"' =
f)fy) t=¢ = zyteKer(f)={e} = 2y t=e = x=y,de
manes que la funcié és injectiva.

Definicié 9

Si G és un grup, anomenem ordre de G al cardinal de G com a conjunt i
Describim |G|. Ezemples: |S,| = n!, |Z/mZ| =m, |Z| = oc.

Donats un grup G i un subgrup H, definim a G les relacions D i E per
2Dy < x 'ye H, 2By < zy '€ H

Proposicio

D i E son relacions d’equivaléncia.

Demostracio.
Reflexiva: 2Fz <= xox ' =ec H

Simetrica: By = yr ' € H = (yz ') '=a2y '€ H = yEx

By = yx~ e H

Refexiva: Bz — 2yl H} = (y Hyr ) =z227'e H = zEz

Dy <= z'y=h € H = y = zxh, aixi que la classe d’z per D és
{xh: h € H} = 2H. De manerasimilar, tEy <= yr ' =h€ H = y = hx,
ila classe d’z per E és {hz: h € E} = Hz. Anomenem G/D, G/E conjunts
quocients de G per H per la dreta i per I’esquerra.

H—zH
h — xh

H — Hzx
h — hx
son bijeccions.
Observem que z € H =— y =2h = y ! = h 127! ¢ Ha™ L.
L’aplicacié bijectiva
G—-G

yry !

doéna una bijeccié entre G/D i G/E'
Exemples:



e Si (G és abelia, D = E.

e Donat S5 = {Id,t3 = (1,2),t2 = (1,3),t1 = (2,3),c1 = (1,2,3),c2 =
(1,3,2)}, sigui H = {Id,t3}.
Classes per la dreta: IdH = H, toH = {Idta,tats} = {ta,c1}, t1 H = {t:11d,t1t3} =
{t1, c2}
Classes per Vesquerra: HId = H, Hty = {Idito,tsta} = {ta,co}, Ht1 = {Idt1,tst1} =
{t1,c1}
Definicié 10
Diem index del subgrup H en el grup G (escrit com [G: H] el cardinal del
conjunt quocient G/D.

1.2.2 Teorema de Lagrange
Teorema
Donats un grup G i un subgrup H el grup G és finit <= H i [G: H| son finits.
En aquest cas, |G| = |H|[G: H].
Demostracio.
H C G = Hfinit, [G: H] finit.
G| = |H(G: H].
Corol-lari
Si G és finit, |H| i [G: H] sén divisors de |G|
Definicié 11
Sigui T una relacid d’equivaléncia definida en un grup G. Diem que T és com-
patible amb Uoperacié de G si per a qualssevol x,y,x',y' € G es compleix

aTa o
T = zylx'y
yly

Proposicio
Si T és relacio compatible amb loperacio de G, a G/T definim [x][y] = [zy].

El producte esta ben definit 1 G/T és grup amb aquest producte.

Demostracid.

()2 = () 2 G = (lDle] = [e)e] = op2)] = el l=)
[e] és element neutre de G /7

[#71] és l'invers d’[z] a G/T

Proposicié
Sigui G un grup, H un subgrup de G i D, E les relacions d’equivaléncia definides
a partir d’H. FEls enunciats segiients son equivalents:



1. zH=Hzx,Vx € G

2 zHx '=H,Vx G

3. zHx ' C H,Vzx e G

4. D és compatible amb 'operacio de G
5

. E és compatible amb 'operacic de G

Demostr he€e HizH = Hr = hx = Wz amb b/ € H. Ales-
hores zhz=1 = (Wx)a=! = h/(z2~!) = h'e = K’ € H. Tenim doncs
que zHx™' C H, Vx € G. Vegem ara la inclusié cap a l'altra ban-
da. z € G = =z ! € G i tenim que 2 'Hx C H. Aleshores
v € H, z(z 7 ha)z™ CaxHz ! = H CzHz %

2 — 3| Evident.

Sabem que xHxz~! ¢ H. Vx € G,Yh € H,zha ' = I = 2zh =
Wxperuncert W € H = zH C HxVx € G,Vhe H,z 'ha=h =
hx =xzh' peruncert ¥ € H — Hx C zH

Volem veure que x,y,z’,y’ € G es compleix que

Dz’

= zyDz'y
yDy,} yDa'y

xDx' <= a2’ =xhy amb hy € H

— 2y = 2(hiy)he = h1)h2 = hihs) — Dz'y
yDy’<:>y/:yh2ambh2€H} vy = lhay)hs = z(yh) zy(hihe) ey

4 = 3| Donats x € G i h € H, colem veure que zhx~! € H

hxDzx 1 1 1
i 1 ( = thaT Dz"xz7" — zha™ €H
x~ " Dx
Definicié 12
Un subgrup H de G es diu normal si compleiz una de les condicions de la
proposicio anterior. Ho escrivim H<G. Si H<aG, posem G/H = G/D = G/E
amb el producte de classes li diem grup quocient de G per H
Proposicié
Si f: G — G és morfisme de grups, Ker(f) és subgrup normal de G.

Demostracié. x € G,y € Ker(f). Volem veure que zyz~—* € Ker(f).

flaya™) = f(@)f W) f(x) " = f)e f(2') = f(2)f(z) " =€



1.2.3 Teorema d’isomorfia

Siguin G, G’ grups, f: G — G’ morfismes de grups. Sigui H subgrup normal de
G. Diem que f factoritza a través de G / 7 si existeix un morfisme f: G / "~
G’ tal que el segiient diagrama és commutatiu: és a dir, f = f o .
Proposicio

Siguin G,G' grups, f: G — G' morfisme de grups, H subgrup normal de G.
Aleshores f factoritza a través de G/H sit H C Ker(f).

Demostracié. Suposem que G factoritza a través de G / H
h, f(h) = f(m(h)) = f(e) =¢ = H C Ker(f)

amb e’ la classe de I’element neutre a G / H
Suposem H C Ker(f). Aleshores f([z]) = f(n(x)) = f(x) és la tinica manera

de definir f per tal que compleixi f = f ow. Aleshores, esta f ben definida? Es
. ?
adir, [z] = [y] = f(z) = f(y)

] =[y] = y=2h = f(y) = f(z

=
—
&
I
=
&

I és f morfisme de grups?

F2lly)) = f(lzy)) = flay) = f(@)f(y) = F((2]) f([y)

Primer teorema d’isomorfia

Si G,G’ sén grups i f: G — G’ un morfisme de grups, aleshores f factoritza a
través de G/kerf itenim f =iofomon f: G/Kerf — Imf és isomorfisme de

grups, m: G — G/kerf el morfisme de pas al quocient i 2: Imf — G és inclusid

Demostracio. Per la proposicié anterior, f factoritza a través de G/Kerf i
existeix fG/k:erf — G’ tal que f = fom. A més, f([z]) = f(z) peraaz € G.
Per tant, Imf = I'mf.

G/k'(f?"f i)ITI’Lf:I’InfT—> G/

I tenim que f és exhaustiva per definicié i f és infectiva si i només si f injectiva.
Pero

f(z)) =¢ = f(z)=¢ = w€ Kerf = [z] =[¢] = finjectiu

Aleshores f = for =io fon.

10



1.2.4 Ordre d’un element d’un grup

Definicié 13
Sigui x € G, n € Z. Definim

T -7, stn >0
" =<e sin=20
(z-I"l2)™' sin<0

Donat x € G, definim també ’aplicacio

f2: 72— G
n— x"

Aleshores z™ 72 = g™ . g™ = f, és morfisme de grups. Kerf, és subgrup
de Z = Kerf, = mZ per a algun enter > 0. Si m > 0 diem que x té ordre
m i sim =0, direm que x té ordre infinit. Si ordx = m, finit, Imf, = {z"|n €
Z=A{e,x, 2% ..., 2™ }} és subgrup de G. El denotem per < x > i l’anomenem

subgrup generat per x. Pel teorema d’isomorfia, < X >~ Z/mZ' En canvi, si
orde = 0,Imf, = {a™|m € Z} és subgrup de G i isomorf a Z pel teorema de
Visomorfia. Finalment, | < x > | = orde = ordz dwideiz a |G|.

1.2.5 Grups ciclics

Definici6 14

Diem que un grup és ciclic si 3z € G tal que < x >= G. De manera equivalent,
podem dir que un grup és ciclic si existeiz x € G tal que ordx = |G|. Escribim
C,, per referir-nos al grup ciclic d’ordre n.

Proposicié
Tot grup ciclic infinit és isomorf a Z i tot grup ciclic d’ordre m és isomorf a

Z/mZ' Per tant, dos grups ciclics del mateiz ordre son isomorfs entre ells.
Demostracio. Si G =< >,

fo:Z — G
n—x"

és morfisme exhaustiu.
Si G té ordre infinit, f, és injectiva = 7Z ~ G pel teorema d’isomorfia.
SI G té ordre m > 0, Kerf, = mZ — Z/mZ ~ G

Definicié 15
Sigui G un grup i sigui C G un subconjunt qualsevol. Definim

<8 >= ﬂ H

H subgrup de G
SCH

11



Observacio
< S > és subgrup

Observacio
S:, <0>=pg grup H = {6}

Proposicio

<8 >={z]* - x3*, ... zr | {x1,22,.. ., 2.} €S, nq,...,n. €Z, 7 € N}
Demostracid. Sigui Hy = {x}*,252,..., 20 | {z1,22,...,2,} C S, n1,...,n, €
Z, r € N}

e SCHy: SiguizeS = z=uz" € Hy
e Hj és subgrup de G (a,b € Hy = ab~! € Hy). Siguin a,b € Hy.
coxpm b=yt ey

amb r,l € N, ny,...,n.,mq,...,m; € Z, {x1,...,2:},{y1,...,y1} € S.
A_leshores b=l =y, ™y ™, per tant, bt = e atr ey T L
Yy, 't € Ho,jaqueny,...,np,my,...,my € Zif{xy, ...,z }{y1,..., i} C
S. Aleshores (\u subespai H € Hp.

SCH
Per veure que sén iguals: Sigui H subgrup, S C H = Vz1,,2, € S, Vny,...,n, €
Z, x7' ... 2l € H = Hy C H i, aleshores, Hy =< S >.

Definici6 16
Un grup G és finitament generat si C G finit tal que < S >= G.

Observacio
Si G és finit, G =< G > és conjunt generador.

Proposicio
Si f: G— G és un morfisme de grups 1 S C H,

< f(8)>= f(<8>)
Demostracio. Fent servir la proposicié anterior:

<8 >={altaf?, .

{z1,29,...,2,} C S, nq,...,n,. €Z, r € N}
f(<S>) :{f(‘r?l"rgz'v"'amﬁr) | {931,1'2,...,'17-} g Sa Ny« ., Ny GZ, TGN}
={f(a") - f(x5?)-, ..., f(z) | {z1,22,..., 2.} C S, ny,...,n. € Z, r € N}
:{y?l'y;w'w'wy;h | {yl’y%“wy?“} Qf(S), ni, ..., Ny EZa reN=< f(S) >}

Proposicio
SiVge G,gSg 1 C< S >= < S>«G

12



Demostracié. < S > <G = g < 8 > g ! C S VginG iVe; € S =
gx;g~' € S. Aleshores

grig ™t = (grig (grig ' €< S > = gx;”g_l E<S>Vn; €Z

ni . .n2 ni no

9Ty Ty 971)(9% 971)(9% g le<S>

Conclusié: gxi'...am g7l e< S >.
Aix{, Vi ... 20, V01 - on, = g < S >g 1 C< S > ialeshores < S > <G.

1.2.6 Producte de grups
Si (G, ), (G’,-") s6n dos grups, el producte cartesia
GxG ={(9,9)19€G,g,€G}
li podem donar una estructura de grup definint
(9:9) p (h,h): = (g-h,g"- 1)

Proposicié
(G x G',-p) és un grup amb element neutre (e,e’) i linvers de (g,h) sera
(g="hh).

Proposicio
St Hy © Hy son subespais de G i es compleiz

i) H1 N Hy = {e}

it) Hy - Hy =G
i11) h1he = hohy Yhy € Hy Yhy € Ho
aleshores

¢I Hy x Hh — G
(hl,hg) — hlhg

Demostracio. Surt directa de les tres condicions de la hipotesi.

Definicié 17
Si es compleixen les condicions de la proposicid anterior anterior, G es dira
producte directe (o intern) de Hy i Hs.

Proposicio
St Gy i Ga son grups ciclics d’ordre ny i ng respectivament —> G X Ga és
ciclic <= mcd(ni,n2) = 1.

Demostracid. |Gy x Ga| =nq - ng

13



: med(ny,ng) > 1 = cap element de Gy x G4 tindra ordre njny =
G4 x G4 no pot ser ciclic.

: Si Gh =< 21 >, G2 =< 3 > volem veure que G1 X Go =< (z%z§) >
a€N. Gy xGy={(2¢,25) |a€{0,1,....,n1 —1},b€ {0,1,...,no—1}}.

a = a mod nq
a = b mod ng

Pel teorema xines del residu, el sistema té solucié Va, b si med(ny,ng) =1

1.2.7 Grups definits per generadors i relacions

Sigui G un grup generat pel conjunt finit S = {z1,...,z,}. Una relacié entre
Z1,-..,Ty és una igualtat
ahoch k=

Si S és un conjunt de generadors del grup G i R un conjunt de relacions entre els
elements de S, diem que G esta definit pel conjunt S de generadors i el conjunt
R de relacions si totes les relacions entre els elements de S es dedueixen de les
d’R. Si G =< S/R > podem triar una manera tnica d’escriure els elements de
G 1 podem escriure el producte d’elements de G en aquesta forma.

1.2.8 Grups resolubles
Un grup finit es diu resoluble si existeix una cadena finita de subgrups
{e} =Gy C Gy C...C G, =G (torre de subgrups)
tal que
i) Gi<aGi1Vi€0,...,n—1
i) Git1/ és abelia

Si compleix 4 s’anomena torre normal i si compleix 4 i i, s’anomena torre abe-
liana.
Tot grup abelia és resoluble i {e} C G és torre abeliana.

Proposicio
e Tot subgrup d’un grup resoluble és resoluble.

e Tot quocient d’un grup resoluble per un subgrup normal és resoluble.

e SiG és grup i H és subgrup normal, aleshores H iG/H resolubles — G
resoluble.
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1.2.9 Grups simples
Un grup G es diu simple si no té subgrups normals diferents de G i {e}.
Proposicié

Un grup no trivial és simple i resoluble <= ¢és ciclic d’ordre primer.

Demostracio.

G ciclic d’ordre p primer = {e} i G s6n els tinics subgrups de G — G
és simple.

{e} C G torre abeliana = G resoluble . -
—
G ciclic abelia resoluble

Suposem G simple i resoluble = {e} C G unica torre abeliana possible
G simple

per a G = G abelia. = tots els subgrups sén normals = els Unics
subgrups de G sén {e} i G.
G#{e} = FJreGr#etalque <z >=G = G ciclic

Sin = |G| no fos primer, per a cada divisor d de n, G tindria un subgrup d’ordre
d. Sin mno és primer, 3d|n,d # 1,d # n = G tindria un subgrup p # {e} i
p # G. CONTRADICCIO amb G simple = |G| primer.

Proposicio
El grup alternat A,, és simple per a tot n # 4.

Demostracid. Veure exercici 52.

Corol-lari
El grup simetric Sy, n > 5, no és resoluble.

Demostracio. Si S,, fos resoluble, A,, ho seria. Pero A,, és simple — A,, ciclic
d’ordre primer.

| ;
n>5, A, = % =3-4-...-nno és primer: CONTRADICCIO

Per tant, S,, n > 5 no ésresoluble.

1.2.10 Accions d’un grup sobre un conjunt

Definicié 18
Sigui G un grup, S un conjunt. Una aplicacio

p:GxS— S
(9,8) —>g-s

és una accié de G sobre S si compleiz:
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1)e-s=s,Vses
2) (g-h)s=g(h-s), Vg,he G, VseS.
Si tenim una accié de G en S, donat g € G fixat,

pg: S — S
S—>g-s

és bijectiva amb inversa py-1: (pg-1pg)(s) = g1 (gs) = (g 'g)s = es = s.
També tenim que

¢: G — Permutacions(S)
g pPg

és morfisme de grups: ¢(gh) = pgs z pg © prn = ¢(g) o ¢(h). Efectivament,

pon(s) = (gh)s = 9(hs) = py(hs) = py(pn(s)) = (g © pr)(s), Vs € S.
Si tenim G grup, S subconjunt i un morfisme de grups ¢: G — Permutacions(S),
definim

p:GxS— S
(g,5) — &(9)(s)

i aleshores p és acci6é de G en S.

Definicié 19
Donada una accié p d’un grup G sobre un conjunt S, per a s € S fizat, definim

G— S
gr——>g-s

L’imatge d’aquesta aplicacid es diu orbita de s. Gs ={g-s|g € G}. Un punt
s €S es diu fix per Uaccio si Gs = {s}.

Proposicio
Donada una accid p de G sobre S, si fizem s € S, E(s) ={g€ G |g-s=s} és
un subgrup de G, que anomenarem estabilitzador de s.

Demostracid. ec-s=5 = ec E(s)
* 91,91 € E(s) = (91-92)-s=01(92-5) =qns =5 = g1- 92 € E(s).
©* gEE(s) = g-s=g = g (g-s)=g s = g €E(s).

Definicié 20
Diem que s és un punt fiz quan E(s) = G.
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Proposicio

Donat s € S, Uaplicacio G — S, g — g - s indueix una bijeccid entre les classes
per la dreta de G i E(s) i l’orbita Gs. Si G és finit, |G- S|-|E(s)| = |G].
Demostracid. La imatge de f és Gs. g1,92 € G, f(91) = f(g2) = g1-s =
g2:5 = g3 (91-8) = fa'(92-5) = (92 91) s =595 91 € E(s) = g1 €
92E(s),.

Definicié 21

Definim el nucli d’una accio p com el nucli del morfisme ¢ associat.

Equacié de les orbites

Si S és finit, Sy conjunt de punts fixes
T
S| =[S0l + > |04
i=1
a,b {O1,...,0,} és el conjunt de les orbites amb més d’un element. Aleshores

|S| = |So| + Z[G: E(z;)] amb z; € O;

i=1

Sigui G un grup, G x G — G T'accié de G sobre G tal que (g,h) — ghg~*

(anomenada accié per conjugacié). L’orbita d’h € G per aquesta accié s’a-
nomena la classe de conjugacié d’h. Aleshores, h és fix < h € Z(G).
E(h) ={g € G| gh = hg} = Zg(h) centralitzador de h en G.

Proposicié (Equacié de les classes)
Si G és grup finit,

T
G| =126(G)| + Y _[G: Za(wy)]
i=1
on {x1,...,2.} €és el conjunt dels representants de classes de conjugacié de G
amb més d’un element.
Definicié 22
Si p és un nombre primer, un p-grup és un grup d’ordre p" amb r > 1.

Proposicié (Congruéncia dels punts fixes)
Si G és un p-grup que opera sobre un conjunt finit S,

S| = 15| (mod p)

Proposicié
S| = [So| = >2i1[G: E(x)] i [G: E(:)]
(G: E(x;)] maltiple de p>_;_,[G: E(x;)] és

L [G: E(zy)] [ |G] = p" =

>
maltiple de p.

Corol-lari
Si G és p-grup, Z(G) és no trivial.
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Demostracié. Considerem ’accié de G sobre G per conjugacio:
|G| =1Z(G)|  (mod p)

|G| i |Z(G)| divisibles per p

2(G)] > 1 } = |Z(G)| >1

Si G és grup, H és subgrup

HxC/p —Y
(h,gH) — (hg)H

és accio.
gH és fix <= hgH =gH Vhe H
— ¢ 'hgH=H Vhe H
< ¢ thge H Vhe H
<= g€ Ng(H) normalitzador de H en G

H subgrup de G, Ng(H) = {g € G | gHg™* C H} és subgrup de G i aleshores
H < Ng(H).

Proposicié (Congruéncia del normalitzador)
Si G és p-grup, H subgrup de G, [Ng(H): H| = [G: H] mod p

Demostracio. Considerem H x G/DH — G/DH' G/DH té cardinal [G: H], i
el cardinal dels punts fixes és [Ng(H): H].
Teorema (Teorema de Cauchy)

Sigui G un grup finit d’ordre n i p un nombre primer que divideix a n. Aleshores
G té un element d’ordre p (que genera un subgrup d’ordre p).

Demostracid. Sigui S = {(21,...,2,) € G x P x G | z129... 7, =€} i
(k7 (xla s ,l'p)) — (xk-‘rla s 7$k+p)

amb els index de les x modul p. Aleshores el conjunt dels punts fixes Sy =
{(z,...,2) | 2P = e} = x € G| 2P =e. Com que |S| = nP~! és divisible per
p, per la congruencia de punts fixes, , el cardinal del conjunt Sy de punts fixes
és divisible per p, de manera que |Sp| > 1. Aleshores, 3z € G, = # e amb
P =e.
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1.2.11 Teoremes de Sylow

Definicié 23

Sigui G un grup finit i p un enter primer que divideix |G|. Els subgrups de G
amb ordre la maxima poténcia de p que divideix G es diuen p-subgrups de Sylow
de G.

Teorema (Primer teorema de Sylow)

Sigui G un grup finit, p un nombre primer tal que p" divideiz |G| per a algun
enter r > 0. Aleshores existeizen subgrups Hy,Has, ..., H, de G tals que |H;| =
ph,1<i<r H;j<Hj 1, 1<i<r—1.

Corol-lari
Si G és subgrup finit, p primer tal que p | |G|, aleshores existeizen p subgrups
de Sylow de G.

Corol-lari
Tot p-grup és resoluble.

Demostracid. Tenim |G| = p” amb r > 1. Aleshores {e} C Hy C ... C H, =G
, . H: _opitt H. . H:
és torre normal i | z+1/Hi| =l =p = Z+1/Hi és ciclic = ZH/Hi

és abelia.
Demostracio. Demostracié del primer teorema de Sylow

Teorema (Segon teorema de Sylow)

Sigui G un grup finit, H un p-subgrup de G i S un p-subgrup de Sylow de G.
Aleshores existeir x € G tal que H C xSx~'. En particular, dos p-subgrups de
Sylow de G son conjugats.

Demostracio. Demostracié del segon teorema de Sylow

Corol-lari
G té un dnic p-subgrup de Sylow S <= G té un p-subgrup de Sylow normal.

Teorema (Tercer teorema de Sylow)
Sigui G un grup finit i p primer dividint |G|. Sigui n, el nombre de p-subgrups
de Sylow de G. Aleshores es compleix:

1. n, = [G: Ng(Sp)] per a tot S, p-subgrup de Sylow de G.
2. ny | [G: Sp] per a tot p-subgrup de Sylow S, de G.
3. np =1 (mod p)

Demostracio. Demostracié del tercer teorema de Sylow
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1.3 Grups abelians finitament generats

A partir d’ara tractarem amb grups abelians amb 'operacié suma.

Definicié 24
Sigui (A, +) un grup abelia. Siguin € Z, a € A. Definim

a+.".4+a n>0
na=+<0 n=>0
—(a+.".4+a) n<0

Definicié 25

Si-e1,...,e. son elements de (A,+), diem que sén Z-linealment independents si
niel,...,nqep =0y = ... =n, =0, ambnq,...,n,. € Z. Diem que (e1,...,e,)
és base de A si son linealment independents i generen A.

Proposicio

Siei,...,e. ésbase de A, tot element d’A s’escriu en la formanie;+...+n,e,
b b ) )

amb ny,...,n,. unics.

Definicié 26

Un grup abelia finitament generat es diu lliure si és isomorf a Z x .". X Z amb
la suma definida per (aq,...,a.) + (b1,...,b.) = (a1 + b1,...,ar + b.) (suma
terme a terme) (Z & .7. ®Z).

Proposicié
Un grup abelia finitament generat és lliure si i només si té una base.

Demostracis. A Z & .". ®Z, es = (1,0,...,0),ea = (0,1,...,0),...,e, =
(0,0,...,1) és base. Aleshores si considerem ¢: Z @& .7. & Z — A, tenim
que (p(e1),...,po(er)) és base de A. Si (vq,...,v,) és base d’A,

Z®d."plL— A

niey + ... +npep —> N1v1 + ... + NypU,

és morfisme.

Proposicio
At un grup abelia A té una base de r elements, totes les bases de A tenen r
elements.

Definicié 27
Tots els elements d’ordre finit d’un grup abelia A s’anomenen nambé elements

de torsid i formen un subgrup d’A que anomenem subgrup de torsid d’A, i
Describim com F(A). Diem que A és lliure de torsid si F(A) = {0}.

Subgrup de torsio és subgrup. e a,b de torsi6 = na =0, mb= 0nm(a+
b) =0

e ade torsi6 = na=0 = n(—a)=0
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Proposicio
A es lliure de torsid <= A és lliure

Proposicié
Tot grup abelia finitament generat és suma directa d’un grup abelia lliure i d’un
grup finit.

1.3.1 Estructura dels grups abelians finits

Si A és un grup abelia finit, existeixen un nombre natural s i enters natural
dy,ds,...,ds amb dj | dj+1, 1<j<s—1ltalque A=F,dFrd...8F,
amb F}; grup ciclic d’ordre dj, 1 < j < s. Per tant, |A| = di X d2 X ... X d.

di,dsa,...,ds es diuen factors invariants del grup A.
Proposicio
Sigui A un grup abelia finit, |A| = p’fl .. .p;”, amb p1,...,p; nombres primers

diferents dos a dos. Aleshores existeizen enters positius s;, 1 < i <1, i k;j; >
kio > ... > kis, tals que

l
A=P( P Fy

i=1 1<j<s;

on Fi; és grup ciclic d’ordre p;”’. A més, p1,...,p % els seus exponents k;;
estan determinats per A. Els enters p;” es diuen divisors elementals de A.
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Capitol 2

Anells

2.1 Definicions

Definicié 28
Un anell és un conjunt A amb dues operacions:

1. Una operacid + binaria i interna tal que (A,+) és un grup abelia.
2. Una operacid que escrivim com a producte, binaria i interna, complint:

e Es associativa: (ab)e = a(be), Va,b,c € A

e Es distributiva respecte la suma: a(b+c) = ab+ac i (b+c)a = ba+ca,
Va,b,ce A

Si el producte és commutatiu, direm que A és anell commutatiu. Si existeix
element neutre pel producte de A, diem que A és anell unitari. Posem per 1
l’element neutre del producte en A.

Proposicié
Ai A és anell, a0 =0, 0a =0, YVa € A.

Demostracid. a0+ a0 =a(04+0) =a0 = a0=0

Definici6é 29
Donat un anell A, un subanell de A és un subconjunt B d’A tal que:

1. (B,+) és subgrup d’(A,+)
2. bl,bg € B = bbby € B, Vbl,bg cA

Si B és un subanell de A, aleshores B és anell amb les operacions d’A. Si A és
unitari, diem subanell de A un subanell que contingui 1.

Definicié 30
Un element d’un anell A, a # 0, s’anomena divisor de zero si b € A: ba = 0.
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Definicié 31
Un anell A es diu domini d’integritat si no té divisors de zero.

A domini d’integritat <= [ab=0 = a=0Vb=0] < [a£O0Ab#
0 = ab #0]. Si A és domini d’integritat, ab = ac A a # 0b = c.

A partir d’ara, si no s’indica el contrari, suposarem tots els anells
commutatius i unitaris
Definicié 32
Un element d’un anell A és invertible si 3b € A | ab=1. Diem que b és Uinvers
de a. FEscrivim per A* el conjunt dels elements invertibles de A. A* amb el
producte d’A és un grup.

Definicié 33
UN cos és una anell no trivial en queé tot element no nul és invertible. Aleshores,
si K és un cos, K* = K \ {0}.

Proposicié
Si un element a d’un anell A és invertible, aleshores no és divisor de zero. En
particular, tot cos és domini d’integritat.

Demostracié. ab=0 = a"*(ab) = a0 =0, i a"'(ab) = b, de manera que
I"inica possibilitat és que b = 0.

Proposicié

Ai A és domini d’integritat, Alx] és domini d’integritat.

Demostracié. P(x),Q(z) € Alz] no nuls:

P(fL‘) = ana«:n + an—lxn_l + - amb Ay, # 0
Q(x) = bypa™ + by—12™ " + ... amb by, # 0

Aleshores P(2)Q(z) = apby,x™ ™+ sumands de grau < n + m, amb a,b,, # 0.
A més, gr(PQ) = gr(P) + gr(Q).

Definicié 34
Donat un anell A, un ideal de A és un subconjunt I de A que compleiz:

1. (I,+) és subgrup de (A, +)
2.Vxel,Yae A, ax €1

Proposicio
Tot ideal de Z és (m) per a algun m enter > 0.

Demostracid. I ideal de Z = (I,+) és subgrup de (Z,+), i com que tot
subgrup de Z és isomorf a mZ, aleshores I = (m) i (m) és ideal.

Un anell d’ideals principals és un anell tots els ideals dels qual sén princi-
pals. Un domini d’ideals principals (DIP) és un domini d’integritat que és anell
d’ideals principals.
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Proposicio
Si K és un cos, K[x] és domini d’ideals principals.

Demostracid. Tenim que K cos = K domini d’integritat = KJ[z] domini
d’integritat. Sigui I ideal de K[z]. Si I =0 = (0). SiI # 0 = I conté
polinomis no nuls, és a dir, de graus > 0. Sigui P un polinomi de grau minim
entre els elements no nuls de I. Sigui @ € I, fem divisié de @ entre P: Q = PC+
RambR=0o0gr(R)<gr(P). = R=Q—-PCelI. SiR#0,g9r(R) < gr(P)
contradiu P de grau minim. R =0 = @ = PC € (P). Hem provat I C (P).
En D'altra direccié, simplement tenim que P € I = (P) C I.

Definicié 35

Si A anell, a,b € A, diem que a divideiz b, a | b, si 3¢ € A | b = ac. Tenim
a|lb < be(a).

Operacions amb ideals

Si A és anell, {I;};es familia d’ideals de A, (;c; I; és ideal de A. Si S és
subconjunt de l'anell A, diem ideal generat per S a la interseccié de tots els
ideals de A que contenen S. L’escribim (S). Si S =, (S) = {0}.

Proposicio
Si S és un subconjunt no buit de anell A,

(S):{blal—i-bgag—k---—l—mbr|a1,...,aT€S, bl,...,bTEA, ’I“EN}

Donats I,J ideals de A, I+ J ={x+y|x € l,yec J} és ideal de A generat
per I U J. S’anomena ideal sima de I © J. Si{I;};cs és un conjunt d’ideals de
A, Uideal suma }_;c ; I; és Uideal generat per J;c ; I;

Proposicié
Si{I;}jcs és conjunt d’ideals de A,

ZIj:{a1+...+ak\k€N, J1se--yJk € J, (ZZGII}
JjeJ

Si I,J sén ideals de Vanell A, IJ és D'anell generat per {zy |z € I, y € J}.
Tenim

IJ={eypn+...+xrye | keN, z, €I, y, € J, 1<i<k}

Sily,...I. sén ideals de A, I ... I, és I'ideal generat per {x1 - ---- Xy |2 €
I;, 1 <i <r}. Tenim

Lo Lo={al al4a? 224 4ab aF keN el 1<i<r 1<j<k}

Sempre tenim que, si I,J ideals, IJ C I N.J, que I%,13,... ideals i que
IDI2PD>....
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Anel quocient

Si I ésideal de A, (I,4) és subgrup de (A, +) i és commutatiu (tot subgrup és
normal, ja que és (4, +) abelia (?)). Tenim que A / 1 té estructura de grup amb
la suma definida per

Definim el producte a A/I per

Vegem que esta ben definit:
[d]=[a] = d =a+x, xel
V=[] = V=b+y,yel
adb=(a+x)b+y)=ab+xb+ay+ry = [a'V] = [ab]

ja que zb, ay,ry € I i aleshores la seva suma també.
El producte és associatiu, distributiu respecte la suma , commutatiu i ’ele-

ment unitat és [1]. A / 7 amb la suma i el producte definits es diu anell quocient
de l'anell A per l'ideal I

Morfismes d’anells

Si A,B s6n anells, una aplicacié f: A — B és morfisme d’anells si compleix:
1. fla+d') = f(a)+ f(a'), Va,a’ € A
2. f(ad') = f(a)f(d'), Va,a' € A
3. f(la) =15

Si f: A — B és morfisme, Ker(f) ={a€ A| f(a) =0g} i Ker(f) ={0}
f injectiva. f morfisme d’anells = f(04) = 0p i f(—a) = —f(a). Sia € A
és invertible = aa"! =14, = f(a)f(a™t) = f(14) = f(1p) = f(a)
invertible i f(a)~! = f(a™1).

Proposicié
A anell, I ideal de A,

T A— A/I
a+— [a]
és morfisme d’anells.
Proposicio

Si f: A — B és morfisme d’anells, Ker(f) és ideal de A i Im(f) és subanell
de B.
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Demostracio. a € A, z € Kerf, f(ax) = f(a)f(z) = f(a)0p =0 = ax €
Kerf. bt € Imf = b= f(a), b = f(a/) = bV = f(a)f(a’) = f(ad') €
Imf.

Definicié 36

Si f: A — B morfisme d’anells, I ideal de A, diem que f factoritza a través de
A/I si 3f: A/I — B morfisme d’anells tal que f = form, onm: A — A/I
(Afegir diagrama commutatiu)

Proposicié
f factoritza a través de A/I <~ I C Kerf

Demostracid. Sabem que si I C Kerf, existeix f: A/I — B morfisme de

(A/p-l-) en (B,+) tal que f = for. A més f([a]) = f(a). Queda veure que f
és morfisme d’anells:

f(lalla]) = f(laa']) = f(aa’) = f(a)f(a") = f([a]) f([a])
fan =f=1
Si existeix f tal que f = f o, aleshores I C Kerf.

Teorema (Teorema d’isomorfia)
Si f: A — B és morfisme d’anells, aleshores f factoritza a través de /Kerf

itenim f =ido f omw, (Afegir diagrama) on w: A — /Kerf morfisme de pas
al quocient, f: A/Kerf — Imf és isomorfisme i i: Imf — B és la inclusio.
Demostracid. f injectin: f([a]) =0 = f(a) =0 = a € Kerf = [a] =
[0]. f([a]) = f(a]). f([a]) = f(a) = Imf=Imf = [ exhaustiva.

Definicié 37
Sigui A un anell. Un ideal primer de A €s un ideal propi I de A tal que si
a,beA,ab=1 — ac€lobébel.

Proposicio
1 ideal pirmer de A <— A/I és domini d’integritat.

Demostracié. a € I < [a] = 0] € A/I

Definicié 38

Sigui A un anell. Un ideal maximal de A és un ideal I de A propi tal que si J
ésideal de A, I C J CA = J=1o0J=A. De manera equivalent, si no
existeiz J ideal de A amb IJA

Proposicio
Sigui I un ideal propi de A. Aleshores, I és mazrimal <~ A/I €s cos.
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Demostracid. =] [a] # [0] GA/I = a¢l] = II+(a) = I+ (a)=
A = lel+(a = l=z+yas,ambrecl,yc A = [1] =

[y][a] = [a] invertible —> A /] és cos.

Si A/I és cos, sigui J ideal de A amb IJ C A. Com que [J, Ja € J\I =
[a] # [0] = 3[b] GA/I tal que [a][b] = [1] = ab—1 = x per a alguna
re€l = 1l=ab—zxz € J,jaqueabe J,xz el CJ. SizeA,
z=z-1€J. Per tant, A C J = A =J i, aleshores, I és maximal.

Proposicié
Tot ideal maximal és primer.

Demostracio. I maximal = A/I és cos = A/I domini d’integritat = I
és primer.

Definicié 39
Sigui S un conjunt ordenat.Diem que un element a € S es diu maxim si a > x
Ve € S i minim st a < x Yo € S. Si existeix minim €s unic, analogament
amb mazim. Un element m es diu mazimal siVr € S, m <z = xz=m, i
minimal siVr € S, m>x = xr =m.

Si S és un conjunt ordenat i T un subconjunt, una cota superior de T en S
és un element b de S tal que x <z Vr €T.

Direm que S esta ordenat inductivament si tot subconjunt de S totalment
ordenat té cota superior.

Lema (Lema de Zorn)
Sigui S un congunt no buit ordenat inductivament. Aleshores existeir un element
mazximal de a S.

Demostracio. S = {J | J ideal propi de A A I C J} ordenat amb la inclusid.
I'€S = S #. Sigui T un subconjunt totalment ordenat de S, M = J ;.o J.
M ideal, a,b e M = a € J1,b € Jy per a alguns Jy,Jo € T.

JiCJo = a,beJ, = a+be o, CM

T totalment ordenat —
JCJ = abeJy = a+be i CM

a€eEMbeA — AeJperaalgun J €T — ba € J C M Amb aquestes
dues afirmacions, podem veure que M és ideal de Ai I C M.

Ara cal veure si M és ideal propi: Si M = A = 1 € J per a algun
JeT —m ac€ A = a=a-1€J = J = A contradiccié.

Isi M € Siés cota superior de T: Pel lema de Zorn, S té element maximal.
Per tant, A té algun ideal maximal M.

Corol-lari
Tot anell té almenys un ideal maximal.

Demostracid. Ideal propi I = (0).
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Cos de fraccions d’un domini

A domini, A x (A\ {0}) = {(a,b) | a,b € A,b # 0}. Definim la relacié d’equi-
valencia ~ en A x (A\ {0}) com

(a,b) ~ (¢,d) <= ad =bc (%zg <= ad = bc)

Comprovem que és relacié d’equivalencia:
Reflexiva: (a,b) ~ (a,b) <= ab=abd
Simetrica: si (a,b) ~ (¢,d) <= ad =bc <= da =cb < (c¢,d) ~ (a,b)
Transitiva: Sic# 0

{Ea,b;N(C,d) — {Z?:ZZ = adcf = bede = acf =bce = af =be = (a,b) ~ (e, f)

ad=be=0 = a=0 = af =be=0

h=de=0 =— d=0 af = be =

Aquesta relacié indueix particions en A x (A\{0}): K(A) = Ax (AN {O})/N _
{l(a,b)],a,b € A,b # 0}

Definicio 40

¢ =(a,0)] = {(c,d) | d # 0,ad = bc}

Aleshores K(A)){%:a € A;b € A\ {0}} Definim una suma i un producte en
K(A) de la seglient manera:

a ¢ ad+bc
b7 Tud
i
@ c_a
b *d " bd
Comprovem que estan ben definides: Tenim § = ‘;—: ig= 2—; = abl =dbi
cd = dd. o
Aleshores 2dthe — aditbe s (qd + be)b'd = (a'd 4+ b'c)bd <= adb'd' +

bet/d = a’d'bd + b'c'bd < d'vdd + bc'b'd = a'd'bd + b/'c’'bd. 1, partint del

r !
mateix, {5 = 57 <= acb'd = ad'c'bd <= a'bc’d = a'c'bd

Proposicio
(k(A), 4+, k) €sin cos

Demostracio. e +; i - sOn operacions internes

Neutre 9: &4 % = alt0b _ a
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_ b+(—a)b
Oposat 5t o 5: ¢+ (52) = 520 = = ¢
Neutre del producte % = Z amb b # 0
Commutativitat :
L $+teg=g+k 3
9. @, c_¢c a
" bkd T ad'kD
Associativitat : (% + ﬁ)'k? = %.k? = adijl'fbce = %;_ka‘%i —EhG=5+E5
Tenim qlge é81 anell commutatiu. Vegem que tot § # % té inversa en
k(A)% " = 1-
Proposicio

és morfisme d’anells.
Demostracié. Hem de veure:

[fla+b) = fa)+x F(b)| : flatb)= 252 = <5l = & 41 2 = f(a) +4 f(b)

1-1

Q

| f(ab) = f(a)- f(b)] : flab) = % = 2 = f(a) « f(b)

"

1
f() = 1| Evident
i que f és monomorfisme (injectiva) <= ker(f) = {0}: a € Ker(f) =
f)=2=0i8=0 > a1=0.1 = =0
Teorema

Suposem que g: A — L un morfisme d’anells, L un cos. Aleshores existeix
g: k(A) — L morfisme d’anells tal que g = go f, amb la f definida a la
proposicid anterior. (Afegir diagrama commutatiu)

Demostracié. Tenim que



De manera que podem definir
_/a
3 (%) = 9(a) -9

Amb aquesta definicié, tenim que go f = g. Vegem ara que §: k(A) — L és
morfisme d’anells:

L g (3 ) =3 (8) +3(2)
(3 +15) =9 (*“5) = glad+be)xg(b) "' xg(d)~" = g(a)g(d)g(b)'g(d) '+
g(b)g(c)g(b)"tg(d) "t =3 (§) + 3 (5)

2 (30 8)=3(8)3(5) 3
9(%x 5) =9(55) = 9lac)g(bd)~" = g(a)g(c)g(b) ' g(d)~" = (g(a)g(b)~*)(g(c)g(d)~") =
3(3)-3(3)

3.9(H) =g(f(1)=9(1) =1, (Ultima igualtat deguda a morfisme d’anells).

Factorialitat

Definicio 41
Dos elements a, b d’un anell A es diuen associats si b = ua amb u un element
invertible de A. Si aixo passa, diem que a ~ b.

Proposicié
Sigui A un anell, a,b € A. Tenim quea ~b = a|bAb|a. Sia ob no sén
divisors de 0, aleshores a |bAb|a = a|b.

Demostracio. Suposem que a no és divisor de zero.

alb = b=ac
—a=ad = a(l—-cd)=0 = 1—-cd=0 = cd=1
bla = a=10bd

= ¢, d invertibles =— a~b

Si a € A, els elements invertibles de A i els associats de a sén divisors de a
(u€ A* = a=u(u"ta), a=u"1(ua)). Un divisor propi de A és un divisor
de a que no és invertible ni associat de a.

Definicié 42

Un element a d’un anell A, no nul i no invertible, es diu irreductible si no té
divisors propis. Si a no és irreductible, es diu compost.

Definicié 43
1. Siguin a,b,d € A. Direm que d és el maxim comd divisor de a i b si:

(a) d]aid]b.
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(b) Sice A tal quec|aiclb. aleshoresc|d.
2. Sigui a,b,m € A. Direm que m és el minim cimd maltiple de a i b si:

(a) a|m ib]|m.
(b) Sice A tal quea|cib|c, aleshoresm | c.

Si A és domini d’integritat, el mazxim comd divisor i el minim comu multiple de
dos elements son unics tret d’associats.

Dominis Euclidians

Definici6 44

Sigui A domini d’integritat. Direm que A és domini euclidia si existeix una
aplicacio 6: A\ {0} — N tal que

1. Sia,be A\{0}ia|b = d(a) <I(b)
(Divisid entera respecte §) Sia,be A, b#0, q,r € A tal que a =bg+1r ambr =0 o bé d(r) < (b)
(4,9) és domini euclidia.
Proposicio
Sigui (A,d) un domini euclidia. Siguin a,b € A\ {0}
1. a~b = 0(a) =4(b)
2. Sia|bid(a)=20(b), aleshores a ~b
Demostracis. 1. a~b = a|bibla = d(a) < () id(b) <dla) =
d(a) = 4(b).
2. Fem la divisi6é de a entre b, a = bg + r amb §(r) < §(b) si r# 0
alb = b=ad = r=a-bg=a—-adq=a(l-dq) = a|r =
d(a) < 0(b), que es contradiu amb §(a) = §(b). Tenim, doncs, r = 0 i

b|a}
= a~b
alb

Corol-lari
Un element a € A\ {0} és invertible <= 6(a) = §(1).

Demostracio.

: a invertible = a1 10T 0(a) =0(1).
2 0a)=90(1)il]a 2, | 1 = a és invertible.

Proposicio
Tot domini euclidia és un domini d’ideals principals.
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Demostracid. Sigui (A, d) un domini euclidia, I un ideal de A. Si I =0 = (0).
SiI=#0,siguibe I\{0}amb §(b) minim entre els valors de § a I\ {0}. Volem
veure que I = (b). La primera inclusi6é és immediata: b € I = (b) C I.
Vegem la inclusié en l'altre sentit:

Sigui a € I. Jq,r € A tal que a = bg + r, amb §(r) < §(b) si r # 0. Aleshores
r=a—bgel Sir#0, llavors d(r) < §(b) CONTRADICCIO!! Per tant,
r =0, a=>bg € (b) i tenim doncs que I C (b).

Normes
Definicié 45
Sigui A un anell. Una norma és una aplicacié N: A — Z que compleix:

1. Sia€ A, N(a) =0 < a=0.
2. Sia,be A, N(ab) = N(a)N(b)

Proposicio
St un anell A té norma N, aleshores:

1. A és domini d’integritat.

2. §: A\ {0} — N definida per 6(a) = |N(A)| compleizx les propietats de
Uaplicacio § de la definicié de domini euclidia.

3. N(1) = 1.
4. u€eA* = N(u)==1

Demostracis. 1. ab=0 = N(a)N(b) = N(ab) = N(0) =0 = N(a) =
OVN(b)=0 = a=0VvVb=0 = és domini d’integritat.
2.alb = b=a = |N@O)| = |N(a)||N(c)] amb |[N(c)] > 1 =
[N(a)| < [N(b)] = d(a) <0(b).
3.1-1=1 = N(1)-N(1) = N(1) = N(1) = L.

4 ue A* = Fse Atalqueus=1 = N(@u)N(s) =N(1) =1 =
N(u)=+£1

Factoritzaciéo en un domini d’ideals principals
Proposicié

Si A és domini d’ideals principals, d = med(a,b) < (d) = (a,b).
Demostracio. Veure exercici 4 de la llista d’anells.

Proposicié

Sigui A un domini d’ideals principals, a € A, a # 0 i a no invertible. Si a no
és producte d’elements irreductibles, aleshores existeix una successié {an}nen
d’elements de A tals que any1 é€s divisor propi d’a, per a tot n.
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Demostracid. Construim la successié {a,, } de manera inductiva amb la propietat
addicional segiient: a, no producte d’irreductibles per a tota n. Definim ag = a.
Suposem construida {a,} fins a n = k. aj, no és irreductible = a;, = be, amb
b, ¢ divisors propis de ag. Si b1i ¢ fossin producte d’irreductibles, a; també ho
seria. Necessariament b o ¢ no producte d’irreductibles. WLOG suposem que b
és I'element que no és producte d’irreductibles. Aleshores, premem a1 = b.

Proposicio

Sigui A domani d’ideals principals i {an} successié d’elements de A tal que
tenim la inclusié d’ideals (ap) C (an+1) per a tot n. Aleshores 3m € N tal que
(am) = (an) Yn < m.

Demostracio. 1 = |, cy(an) és ideal = I = (a) per a a € A. Tenim que
a € (an) per a algun m. Aleshores, si n > m, (ay) C (a,) C I = (a) C
(am) = (am) = (an).

Corol-lari
Si A és domini d’ideals principals, a € A\ {0}, a no invertible, aleshores exis-
teizen elements irreductibles py ...p, de A tals que a = py ... p..

Demostracio. a no producte d’irreductibles: a,41 divisor propi de a,, ap+1
an <= (ap)(anyt1) propi. Aixod contradiu la proposicié anterior.

Definicié 46
UN element p d’un domini d’integritat A es diu primer si p # 0, p no invertible
i es compleix que per a a,b € A, p|ab = p|aV pb,

Proposicié
En un domini d’integritat, tot element primer és irreductible.

Demostracid. Suposem p primer de A ip = ab. Aleshoresp | ab = p|aVp|b.

Suposem p | @ = a =pad = p = pa'b - 1=ab = bés
p#0,Adomini

invertible.
Proposicio
En un domini d’integritat A, p € A, p # 0 és primer <= [’ideal (p) és primer.

Demostracio.
plab <= ab € (p)

N8 (3
plavp|b<=a€ (p)Vbe (p)

A més, (p) primer = (p) propi = p no invertible.
Proposicié

Si A és DIP, tot element irreductible de A és primer.

Demostracid. Sigui p un element irreductible de A i p | ab. Suposem pa Tenim
med(p,a) =1 = (p,a)=(1) = 1=Ap+paperacerts \,u € A = b=
bA\p + pab = p|b.
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Proposicio

Sigui A un domini d’ideals principals. Un element no nul de A és irreductible si
i només si l'ideal (p) és mazimal. Per tant, en un DIP tots els ideals principals
no nuls son maximals.

Demostracié. Suposem p irreductible . Suposem (p) C I ideal de A, A DIP

a invertible = (p) = A

= I =(a), (p) C(a)a|p = = (p)

a associat de p = (a) =p
maximal. Suposem (p) maximal. Suposem a | p = (a) C (a) =

(p)maximal
a) = A = a invertible
{( ) v = p és irreductible.

(a) = (p) = a associat de p

Proposicio

Sigui a un element no nul, no unitat, d’un domini d’ideals principals A i a =
P1...pr amb p; trreductible 1 < i < r. Sip és irreductible i p | a, aleshores p
associat d’algun p;.

[N
»

pla=pi...p,
p primer
Com p és irreductible i no invertible, p ha de ser associat de p;.

Demostracio. = p | p1 per a algun index 7,1 <14 < 7.

Proposicio
Sigui A un domini d’ideals principals. Si a és un element no nul i no unitat,
aleshores existeixen p1,...,p, elements irreductibles de A tals que a = p1 ... p;.

A més, si a = q1...qs irreductibles tenim r = s i existeir o € S, tal que
qi ~ Po(i)-

Demostracié. Suposem r < 8, q1...qs =p1...pp = ¢ |p1...pr = i tal
que q1 ~ p; —> q1 = u1p; amb wu; invertible.

u1piqe - - -gs = p1---Pr, 0(1) = i. Reiterant tenim ¢,11...qs =1 = els ¢’s
restants serien invertibles, CONTRADICCIO!! Per tant r = s.

Dominis de factoritzacié tnica

Definici6 47

Un domini d’integritat A es diu domini de factoritzacid unica (DFU) si com-
pleiz:

1. Per a tot a € A no nul i no invertible, existeizen elements irreductibles
p1-..pr de A tals que a =py ... p,.

2. Sip,p1,...,pr SO0 elements irreductibles de A i p | p1...pr, aleshores p
€s associat a algun p;.

Un domini d’integritat complint 1) s’anomena domini de factoritzacié. Tot DIP
és DFU i tot domini euclidia és DIP i, per tant DFU.
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Proposicio
Sigui A un domini de factoritzacio. Aleshores A és un domini de factoritzacid
Unica si i només si tot element irreductible de A és element primer.

sia=0 = pla
sia=0 = pla
Demostracid. =] : Suposem A DFU, p element irreductiblede A, p | ab.{sib=0 = p|b
si a invertible = p|b
si b invertible = p|a
Suposem a i b no nuls i no invertibles: a = pi1p2...pr, b =q1q2...qs, amb
Dly---sPrsql,---,qs irreductibles de A. p | ab = p1...0rq1...qs =

p associat de p; peraalgun 1 <i<r = pla
q associat de g; peraalgun 1 <i<s = p|b

: Suposem que tot irreductible de A és primer. Sigui p irreductible de

p primer

A, p1,...,pr irreductibles de A i suposem p | p1...p. = p | p; per
a algun 1 <4 < r. Aix0 juntament amb p; irreductible, impliquen que

P~ Di

Proposicié
Els anells Z[Vd] = {a +bVd | a,b € Z} sén anells de factoritzacid.

Demostracié. Hem de veure que Ya € Z[v/d] no nul i no invertible és producte
d’irreductibles: A Z[v/d] tenim una norma N i tenim que (a € (Z[Vd]*) <=
N(a) ==+1)i(N(a) =0 <= a=0). Suposem que a Z[\/d] existeixen elements
no nuls no invertibles que sén producte d’irreductibles. Sigui a un d’aquests
amb |N(a)| maxima. a no irreductible = @ = bc amb b i ¢ no invertible
= N(a) = N(b)N(¢) = |N(a)] = IN(®)||N(c)|. Com que |N(b)] > 11
|N(b)| < [N(a)| = b és producte d’irreductibles

|N(c)] < |N(a)] = c¢ és producte d’irreductibles

a = be és producte d’irreductibles. CONTRADICCIO!!!.

IN(¢)] >1 =

Maxim comu divisor i minim comi multiple en un domini
de factoritzacié tnica

Sigui A un domini de factoritzacié tinica i P un subconjunt de A tal que:
1. Tot element de P és irreductible.
2. Tot element irreductible de A és associat a algun element de P.
3. Dos elements diferents de P no sén associats.

P es diu conjunt fonamental d’elements irreductibles.
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Proposicio
Si A és DFU i P un conjunt fonamental d’elements irreductibles, tot element
de A no nul es pot expressar en la forma a = upl* ...p,* amb

o u invertible, k € Z > 0

® p1,...,pr elements de P diferents dos a dos

e ry,...,1 enters >0

A més, la unitat u, els irreductibles p; i els enters r; queden determinats per a
de forma unica.

Proposicié
Si a,b son element de A, DFU, existeixen el maxim comi divisor i el minim

comu maultiple de a i b.
Demostracid. a = up(* ...p*, a =wvp™ ...py"* amb u,v unitaris, p; irreducti-
bles de P diferents dos a dos, n1,...,n,, my,...,m, enters > 0.

ki = min{n;,m;}, d= pr és med de a,b

i=1

T
l; = maz{n;,m;}, d= Hpi és mcm de a, b
i=1

Algorisme d’Euclides
Sigui (A4, ¢) un domini euclidia.

Lema
Sigui A un domini d’integritat, a,b,q € A. Es compleiz la igualtat d’ideals
(a,b) = (a — bgq,b). Si A és DIP, tenim mcd(a,b) ~ med(a — bq,b).

Proposicio

Sigui (A, ) un domini euclidia, a,b € A, b # 0.Fem successivament les divisions
enteres:

a=>bg+ry ambd(ry) <s(b)Vr; =0 (2.1)

siry =0b=riga+1re amb 0(ry) < d(r1)Vra =0 (2.2)
st rg = 0r1 = rog3 + 13 amb 6(rs) < d(ra2) Vrs =0 (2.3)
(2.4)

Aleshores In € N tal que r1 # 0,...,rp_1 # 0 i1, = 0. Es compleix que
med(a,b) = rp_1.

Demostracid. §(r1) > 0(r2) > ... és successié decreixent d’enters positius =
dn € N amb r,, = 0. Pel lema anterior, med(a,b) = med(ry,b) = med(ra,m1) =
coo=med(rp—1,mn = 0) = Tp_1
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Factorialitat dels anells de polinomis
Proposicio

Sigui A un domini d’integritat. Son equivalents
(1) A és un cos

(2) Alx] és domini euclidia

(3) Alx] és domini d’ideals principals

Demostracié. (1) = (2) = (3) ja ho hem vist anteriorment. Vegem que
3) = L

¢: Al — A
P+— P(0)

és morfisme d’anells, exhaustiu i ker¢ = (x). Pel teorema d’isomorfia tenim
que A[x]/(x) ~ A. z irreductible i Alz] DIP = (z) maximal — A[x]/(x)
cos = A cos. A domini d’integritat = Afx]* = A*
Definicié 48
Sigui f(n) = apa™ + ...+ ag € Alz], A DFU. El contingut de f (c(f)) és el
mazxim comd dwisor dels coeficients de f, c(f) = med(ag,as,...,a,). Direm
que f és primitiu si c(f) és una unitat. f € Alx], f = c(f)f*, amb f* primitiu.
Si f=cf*, ambc € A, [ primitiu, aleshores ¢ ~c(f) i f~ f.

Lema (Lema de Gauss)
Sigui A un DFU. Aleshores en Alx] el producte de polinomis primitius és pri-
mitiu. Més exactament si f,g € Alz], c¢(fg) ~ c(f)e(g).

Demostracid. Sigui p € A un element irreductible. Definim A = A/(p). Sigui

o1 Ala] — 4/ ) le]

h=apz"™+ ...+ a, — 7(an)z™ + ...+ 7(ao)

A DFU = p és primer — A/(p) és domini d’integritat impliesA/(p) [z]
és domini d’integritat.

$(h) =0 < pla; < p|c(f)

J.g € Alz), 6(fg) = 6(F)olg), per tant 6(fg) =0 = B(f) = 0V d(g) = 0.
plc(fg) = ple(f)Vp|eclg). Sif,g primirius, fg no primiriu = Ip
irreductible amb p | ¢(fg). CONTRADICCIO!!

f=eh)fn Pﬂmiﬁ“} — fg=c(f)elg)(f*g") = (f)elg) ~ e(f9)

g =c(g9)g*,g* primitiu
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Corol-lari
Sigui A un DFU, k el cos de fraccions de A i f € Alx] monic. Si f = gq a k[z]
amb g i h monics, aleshores g i h sén de Alx]

Demostracid. [ monic ¢(f) ~ 1. Siguin a,b € A tals que ag,bh € A[x]. Tenim
ab = c(abf) ~ c(ag)c(bh)

que abf = (ag)(bh) g monic = c(ag) | a = c(ag) ~aAc(bh) ~b =
g monic = c¢(bh) | b

a divideix qualsevol coeficient de ag = g € Alx]
b divideix qualsevol coeficient de bh = h € Alx]

Irreductibles de A[x]
Si a és element irreductible de A, aleshores també ho és de A[z]. Tenim A[z]* =
A*.
Proposicié
Sigui A un DFU i sigui f € Alz]. Les condicions segiients sdn equivalents:
1. f(x) té grau positiu i és irreductible a Alz].
2. f és primitiu i és irreductible o k[x] (k el cos de fraccions de A).

Demostracio.

f=cdNf
" | f irreductible
suposem gr(h) > 0. Sigui a,b € A tals que ag,bh € Alz], abf = (ag)(bh).
ag = c(ag)g® amb g* primitiu
bh = ¢(bh)h* amb h* primitiu

1 = 2 = f primitiu. f = gh amb g,h € k[x] i

= (ag)(bh) = c(ag)c(bh)g*h*, amb g*h*
primitiu = ab ~ c(ag)e(bh) i f ~ g*h* = f = ug*h* firredugtible & Alz]
ug* € Alz]* = A* = gr(¢*) =0 = gr(g) =0 = g € k\ {0} = k[z]*.
: f=ghamb g,h € Alz], h de grau positiu = gr(g) =0 = g €
constant
kNAf]. f=gh = o(f) ~c(g)e(h) P =" c(f) ~ ge(h) = g | e(f) ~
1 = ge A"
Lema
Sip € A és element primer a A, aleshores és element també primer a Alz].

Demostracié. p | fg amb f,g € Alz], f = ap + a1z + ... + apz™, g = bp +
bix + ...+ byua™ Suposem pf. Sigui i tal que p | ag,...,p | ai—1,pa;. El
p | boa;

ba;

coeficient de z? de fg és b0a2 +biaj_1+ ...+ biao — —— p | bo.

Suposem vist p | b, b1, ...,bj_1 i provem qur p | b;: el coeficient de z'7 de fg és

: p | bja;
boai+j+...+j—1ai+1+bjai+bj+1ai_1+...+b7;+j - pa; / Z} — p|bj
i

per tant p | g.
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Teorema
Si A és domini de factoritzacid unica, aleshores A[x] és domini de factoritzacid
dnica.

Demostracid. Provem que A[z] és domini de factoritzacié: Sigui f € A[z], f no
nul i no unitat, f = ¢(f)f*, f* primiriu. ¢(f) € 4, ¢(f) producte d’irreductibles
de A que ho sén també de A[z|(1) a k[z], f = g1 ..., amb g; € k[z] irreductible.

T

Siguin a; tals que a;9; € Alz], a =[][;_; a;

af = (algl) cee (argr)

f=c(f)f* aigi = clag;)gF, amb f*, gf primitius. a = e(f)f* = c(ar91)95 - - - cargr)gs =

clarqr)...clargr) fr .. fF (fy ... fF primitiu pel lema de Gauss) = f* ~
) ) gr irreductibles a k[z] ) )
g% ...9g5. g; irreductible a k[z] = o = g/ irreducti-
g; primitius
bles a Alz] = f* és producte d’irreductibles de A[z](2). (1) + (2) = f és
productie d’irreductibles de A[z]
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