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1 Model estadistic

1.1 Definicio

Sigui (2, F) un espai mesurable. Un model estadistic és una terna (2, F,P)
en que (2, F) és un espai mesurable i P una familia de probabilitats sobre (£2, F)
(P és un conjunt de probabilitats, que sén les possibles que podem tractar. Per
exemple, si estudiem la llei d’'un dau, P serien totes les variables aleatories
discretes que prenen valors {1,2,3,4,5,6}).

El model s’anomena paramétric si P = {Py,f € O}, amb © C RY (espai
de parametres). (Es a dir, que coneixem com és la llei perd no coneixem els
parametres d’aquesta llei).

Observaci6 1
Una familia finita P sempre és parametritzable.

1.2 Conceptes associats a un model estadistic

Sigui (Q2,F,{Py,0 € ©}) un model estadistic parametric i un vector aleatori
X =(X1,...,Xpn): Q@ — Q C R™ amb llei desconeguda Py sobre (£, F). La
funcié de versenblanga és

L:Qx0 —R,

Py({z}) Py discreta
fo(x) Py abs. continua amb densitat fp

(z,0) — L(z,0) = {

Observacio 2
1. Per donar la definicio general ens falten nocions de teoria de la mesura.

2. Si la mostra és aleatoria simple (variables aleatories independents identi-



cament distribuides)

o I R
He0) {H?_lfew

8. La notacid no reflecteix la dimensio.
4. Fizat 0 € ©, L(x,0) caracteritza la llei del vector.

Un model (Q,F,{Py,0 € O}) és exponencial si existeixen funcions reals me-
surables U, ®¢,...,®,.: & — R i funcions reals D,Cq,...,C.: © — R tal
que

L(z,0) = exp{ i Ci(0)®k(z) + D(9) + \Il(x)}

k=1

L(x,0) = D<e>®<x>exp{ 3 ckw)@k(x)}
k=1

per a D(#), ¥ > 0.
Observacio6 3
1. Aquestes funcions no son uniques.

2. En el cas que dim(©) =1,
L(z,0) = exp{C(0)®(z) + D(0) + ¥(x)}

1.3 Suficiencia

Una de les idees més atractives consisteix en resumir o reduir les observacions
o dades que tenim sense perdre informacié.

Tenim (Q, F,{Py,0 € O}) un model estadistic parametric i un vector X =
(X1,...,Xn): ) — Q C R". Estudiarem transformacions de la mostra que
conservin tota la informacié. Amb aquesta idea en ment, anomenarem es-
tadistic a tota aplicacié mesurable

T:(Q,F) — R™,BR™))
amb m > 1 enter.
Definicié 1
Un estadistic T és suficient si la llei del vector X condicionada per [’estadistic

T no depén de 0 (Es a dir, en el cas discret, T és suficient si Po(X = z|T = t)
no depén de ).

Observacio 4
Intuitivament un estadistic serd suficient si la coneizencga de la mostra no aporta
cap informacio addicional de 6 que la donada per T.



Teorema 1 (Teorema de factoritzacié de Neyman-Fisher)
Sigui T: Q — R™ un estadistic. T és suficient < L(x,0) = ¥(T(x),0) -
h(z), V(x,0) amb U:R™ x© — R i h: @ — R,.

1.4 Informacid

Considerem (§2, F,{Py,0 € ©}) un model estadistic parametric, © un interval
obert, X = (X1,...,X,): @ — Qun vector i L(x, 0) la funcié de versemblanga
associada.

Volem donar una eina que mesuri la informacié que tenim del parametre. Sembla

coherent utilitzar la funcié de versemblanca per saber la informacié que dona la

mostra del model. Una bona mesura sera la sensibilitat que la mostra reflecteix

en front les variacions del parametre. Aix{ tindrem en compre el "score”, sc(f) =

OplnL(x,©) per estudiar la seva variancia.

Definicié 2

Un model estadistic és reqular si:

1. {z € Q,L(z.0) > 0)} C Q no depén de 0. (Sovint aixd es complird si

la funcid de versemblanca no conté indicadors respecte 6, en particular
sempre funcionard per les exponencials)

2. Eristeiven Ogln(L(x,0)) i 93in(L(x,0)), i per a cada O € O, existeix

h: Q@ — Ry amb ) o h(x) < 400 (en el cas de les variables aleatories
discretes) o [, h(z)dx < 400 (en el cas de les absolutament continues) tal
que V0 € Ent(0) (0 en un entorn de ), |8y L(x,0)| + |07 L(x,0)| < h(zx).
(El que fa aizo és permetre, en certa manera, poder intercanviar la inte-
gral de [ f(x,y)dy per 0, quan ens interessi i assequrar lezisténcia del
moment de segon ordre)

3. V0 € ©,0< Eg{|0gln(L(z,0))|*} < +o0
Observacié 5
1. Per a alguns resultats es pot afeblir (2).

2. Les condicions (2) i (3) son técniques (és a dir, que en els problemes
vindran més o menys donades i.e. no les demostrarem i només ens haurem
de preocupar de controlar (1)).
Definici6 3
En un model estadistic reqular, la informacidé de Fisher és
> eq |0oln(L(z,0)) > L(x,0) Py discreta

1(0) = Eg{|0slnL(x,0)]*} = Eg{sc(0)*} =
©) o{1pinLiz, 6)]} o{se(®)} {fQ|69ln(L(x,9))|2L(x,9)dx Py absolutament continua

Proposicié 1
Si tenim un model estadistic reqular,

I(0) =0 < sc(8) =0, V8 € © quasi sequrament



Demostracio. Una variable aleatoria no negativa té esperanca zero si i només si
és zero quasi segurament. O

Proposicié 2
Sigui un model estadistic reqular. Aleshores Eg[OglnL(x,0)] = 0.

Demostracié. Farem la demostracid en el cas absolutament continu:

1
EpldslnL(z, 0)] = / DolnL(z, 0)-L(z, 0)dz / L L(x,0)-L(z, 0)dx ag/ L(z,0)dz = ,1 = 0
Q o L(z,Q) Q
El cas discret funciona igual canviant integrals per sumatoris sobre §. O

Corol-lari 1
Si un model estadistic és reqular, aleshores

I1(0) = Varg(0glnL(x,0)) = Varg(sc(9))

Proposici6 3
Si un model estadistic és regular, aleshores

1(0) = —Ey[0ZInL(z,0)]

Demostracio. Ho farem en el cas discret:

Epl03inL(z,0)] = Z O3lnL(x,0) Z Oy ( 89L(J: 9)) - L(x,0) =
zeQ
= -y 1 (OL(x,0)) ,0) =
- L<x, oy
€N
= Z e (OL(x,0)) L(x,0) + ZagL(x,e) =
e
= —Ey HaglnL(l‘ 9) —|—(99 Z L(z,0)
e

Aquest ultim sumand sabem que és 0 per la proposicié anterior. O

1.5 Relacié entre exponencial i regular

Proposici6 4

Suposem (Q, F,{Pyp,0 € O}) un model estadistic uniparamétric amb L(x,0) =
exp{C(0)¢p(z) + D(0) + ¥(x)}. Si © és un interval de R i C, D dues funcions
dues vegades continuament diferenciables amb C'(0) # 0, V0 i Eg(¢(z)?) < +o0,
V0. Aleshores el model és reqular.



2 Estimacio puntual

Considerem un model estadistic parametric (2, F,{Py,0 € ©}) amb § CR%in
observacions independents d’una variable aleatoria X amb llei Pp.

L’objectiu d’aquesta seccié és, a partir de les observacions z1,...,z,, donar
un valor aproximat del parametre desconegut o d’una funcié del parametre
g: © — R¥. Un estimador de g(f) és un estadistic 7: 2 — R¥ utilitzat amb
aquesta finalitat.

2.1 Introduccid

Introduirem un cas general i després parlarem del cas que tractem durant aquest
curs.

Considerem una funcié mesurable
W:RFxQ— Ry
(t,0) — W(t,0)
que representa l’error que estem cometent en proposar ¢ com a valor de 6 o g(6).

S’anomena funcié de pérdua associada a t (ha de complir diverses condicions
que no veurem en profunditat, com per exemple que W (t,0) = 0 si t = g(0).

Definicié 4
Donada una funcio de pérdua W i un estadistic T', definirem una funcio de
risc associada a T com
Rr:©® —R
0 — Eg{W(T,0)}

Només esta definida per a aquells § € © tal que Rr(0) < +oo. Si tenim una
funcié de perdua W i dos estadistics T', S amb funcié de risc finita per a qualsevol
0 € 9, direm que T és uniformement millor que S si Ry (6) < Rg(6), V0 € 6.

Definicié 5
Tenim W i £ una classe d’estadistics que tenen la funcié de risc finita per a
qualsevol 0 € ©. Direm que T és optim dins la classe de € si

Rr(0) < Rs(0), V0 € ©, VS € €

Trobar estimadors optims dins una classe £ és un problema complex i només el
resoldrem quan W (6,t) = |g(0) — t|*.

Aixi, en el nostre cas, la funcié de risc associada a T és

Rr(0) = Ey[l9(9) — T?]



En el cas uniparametric tenim

Rr(0) = Ep [|T — g(0)*)] =
= Ep [|T — EOT)*] + Ey [|EgT — g(0)|*] + 2B, [|(T — EOT)(ET — g(0))]] =
=Vare(T) + (EoT — g(0))?

2.2 Estimadors sense biaix

Definici6 6

Un estadistic T és integrable si Eo(|T|) < +o0, VO € 0.

Definicié 7

El Biaix d’un estimador integrable T respecte a g(6) és br(0) = E¢T —g(0). Si
br(0) = 0, estimador s’anomena sense biaix.

Observacié 6

1. Si Ty, Ty son estimadors sense biaix de g(0), aleshores XTy + (1 — \) Ty,
VYA € ]0,1] son estimadors sense biaiz de g(6).

2. No necessariament existeizen.

3. Siguin X1,...,X, variables aleatories idénticament distribuides (no cal
que siguin independents) amb Eg(|X1]") < +oo, V8,7 > 1. Aleshores
T =2L1%" XI ésun estimador sense biaiz de g(0) = Eo(X7).

T n

4. Com a cas particular, X, (la mitjana) és un estimador sense biair de
Eo(Xy) = Eo(X1) = g(0).
5. 81 Xq,...,X, son variables aleatories idénticament distribuides amb mo-

ment de segon ordre, aleshores la variancia mostral és un estimador esbi-
aizat de g(0) = Varg(Xy):

Q_En LY )2
EyS? = n;EQ [(Xi — X»)

n

]
1 [ )
==~ > [(Xi - EgXy)

=22 By [(Xi = EpXa)(Xo = B X0)] + 3 By [(Xo = EpX1)?] =

%

]
= % [nVarg(Xl) —nkEy [(Xn — E9X1)2H 1 [nVare(X1) — Vare(X1)] = nT_lVarg(Xl)

n

2.3 Estimadors UMV (uniformement de minima variancia

Dins la classe de &, dels estimadors de g(#) sense biaix i de quadrat integrable
tenim que Ry (6) = Varg(T).

Definicio6 8

Un estimador optim (que minimitzi la variancia) dins &g és un estimador UMV.



Proposicié 5
Siguin Th, Ty dos estimadors UMV de g(8), aleshores Py(x € Q,Ti(x) = To(x)) =
1, V0 € ©.

Demostracid. Sabem que Rr, () = Rr,(0). Agafem T = (T} + T), que té
biaix 0. Com T és UMV, tenim que

R, < Ry(0) = Varg(T)?%Varg(Tl ) = (1)
- i Varg(Ty) + Varg(Ts) + 2Covy (T, Ty)] @)
< RT] (3)

ja que Covy(Th,To) = Ey [(Ty — g(0)(T2 — g(9)))] < /Vareg(T1)Vary(T2) =
Ry, ().

Aixi,
0 < Varg(Ty —Ts) = Varg(Ty) + Vare(Te) — 2Cove(T1,T2) =0

i aixo implica que Ty} = T3 + C quasi segurament. Com que cap dels dos estima-
dors té biaix, tenim que 77 = T» quasi segurament. O

2.4 Estimadors eficients

Considerem un model estadistic parametric regular (€2, F,{Py,0 € ©}) amb ©
un interval, un vector aleatori X = (X1,...,X,,): Q@ — Q amb llei Py i funcié
de versemblanca associada L(z,0).

Definim £r com el conjunt d’estimadors reals T' de quadrat integrable tal que
per a cada 0y € © podem trobar una funcié positiva sumable h(z) tal que
|T ()09 L(x,0) < h(x)|, V0 € Ent(6p).

Teorema 2 (Cramer-Rao)

Te&p, EgT =g(0) = Vary(T) >

Observacié 7

1. Obtenim una cota inferior de la variancia dels estimadors sense biaiz de
9(0).
2. Es pot obtenir en condicions molt més febles de reqularitat.

8. Sila igualtat es compleiz, l’estimador que la compleix és UMV. Si la igual-
tat no es compleiz, no vol dir que no puguem trobar un estimador UMV.

4. Aquesta cota no sempre és assolible.



Definici6 9
Considerem un estimador T sense biaix de g(0) que pertany a p. Diem que T
és eficient si V0 € © es compleix

Varg(T) =

Observacio 8
1. El model ha de ser regular.
2. No necessariament existeix.
3. T eficient = T UVM (i per aizo serd unic).

4. El reciproc no €s cert ni en models requlars.

Cramer-Rao. La desigualtat de Cauchy-Schwartz implica que
|Eo [(OplnL(z,0))(T(x) — g(0))]| < VI(0) Vare(T)
D’altra banda
Ep [(OplnL(z,0))(T(z) — 9(0))] = Ep [T(x)0plnL(x,0)] — Eg [g(8)0glnL(x,0)] =

= / T(x)0InL(x,0) - L(z,0)dx = / T(x)0L(x,0)dx =
Q Q

— / T(@)L(z, 0)dz = Op(EqT) = dag(0)

Proposicié 6
Sigui T € Ep. T és eficient <= IN(0)tqV0 € ©, A\(0)0plnL(x,0) = T(x) — g(0)
quasi segurament.

Demostracio. La desigualtat de Cauchy-Schwartz és una igualtat quan les vari-
ables s6n dependents. O

Observacio 9
Suposant que tinguem la segona part de la proposicié o X\(0) és derivable. Deri-
vant a les dues bandes de la igualtat obtenim

N(0)0gInL(x,0) + \(0)03InL(z,0) = —g'(0)
apliquem esperances
Eo(N (0)0pinL(x,0)) + N0)Ea(0zInL(x,0)) = —g'(0)

. A més,

Varg() = 207 9O\ gy _ \0)g'(0)



Proposicié 7
Considerem un model estadistic uniparamétric exponencial (Q, F,{Py,0 € O})
amb © un interval i

L(z,0) = exp C(0)®(z) + ¢(x) + D(0)

complint C, D de classe C*> amb C' # 0, V0 € © i Eg®*(z) < +o0, V0 € O.

Aleshores T = ®(x) és un estimador sense biaix i eficient de g(0) = _Cl?iég)

Demostracio. Sabem que el model és regular. Aleshores

dplnL(z,0) = C'(x)®(x) + D'(0) = C'(0) <¢(I) - <g:EZ;)>

Observacio6 10

Assumint prou condicions de regularitat pot demostrar-se que la cota de Cramer-
Rao només s’assoleix en models exponencial i, per tant, els estimadors eficients
només existeiren en aquests tipus de models.

2.5 Metode de la maxima versemblanca

En principi pot semblar que no es basa en una idea d’optimalitat pero té molt
bones propietats asimptotiques. Ho van treballar al segle XVIII Lombart, La-
grange i Bernoulli. El segle XIX Gauss va dir: ”si tenim n observacions d’una
variable amb llei desconeguda Py, les observacions (z1,...,,) haurien de ser
les més probables i, per tant farem una estimacié del parametre # de manera
que els resultats obtinguts tinguin probabilitat maxima.

Tenim (Q,F,{Py,0 € ©}), © C RY, n observacions x1,..., X, duna variable
aleatoria X = (Xq,...,X,): Q — Q amb llei Py i funcié de versemblanca
L(z,0) associada.

Definici6 10

Un estadistic 0(x) a valors de © s’anomena estimador de mazxima versem-
blanca del parametre 6 si es compleiz

L(z,0(x)) = sup L(z,0),Yz & N,Py(N) =0,v0 € ©
0cO
Observacié 11

1. No necessariament existeixen pero si existeix, és unic.

2. Si © CR? és obert, L(x,0) >0, Vo € Q, V0 € O, C? respecte 6 per a tot

x € Q. L’estimador de mazima versemblangca EMV (0) ha de complir les
anomenades equacions de versemblanca:

8ilnL(a:,0)|9:é(w) =0,i=1,...,d



1 la matriu

_02, InL 9‘

és definida positiva.

ij=1,...,d

Proposicié 8 (Propietat d’invariancia funcional)

Sigui g: Q@ — Q mesurable i bijectiva entre dos oberts de R?. Si é(z) és un EMV
de 0 en el model (2, F,{Py,0 € ©}), aleshores g(0) és un EMV de 6 = g(6) en
el model (Q, F,{P,-.(5),0 € ©}).

Demostracié. La funcié de versemblanca del segon model és

L(Iv 9) = L(zvgil(é)

. Per tant

L(x,9(6(x)) = L(x,0(x)) = _

= sup L(x,0) = sup L(z, g~ (0) = sup L(z, 0)
0€O 6eé& 66

Proposicié 9
1. 3 estadistic suficient T i0EMV = 0 és funcio de T.

2. Si existeix estimador eficient sera obtingut per aquest meétode.

2.6 Metode dels moments
Es un métode basat en la llei forta dels grans nombres i una idea de substitucié.

Tenim (Q, F,{Ps,0 € ©}), 0 = (61,...,04) € © CRY n observacions 1, ..., o,
d’una variable aleatoria X = (X1,...,X,,): @ — Q amb llei Py. Assumim que
la llei té6 moments d’ordre k € N, Eg(|z1]¥) < 400, V0 € O i suposem també
que

61 :hl(ml,...,mk)
Gd:hd(ml,...,mk)
amb k > d, m; :Eg(:c{),j: 1,....kihy,...,hg: RF — R continues.

La llei forta dels grans nombres implica que

~ 1 " i n, +oo i
mj:;Zw{ P—g)mj:Eg(x{),jzl,...,k
I=1

10



i tenim que
(1, .., 1) —>n/P+OO hi(my,...,mp)=0,1=1,...,d
0

Aleshores considerem

O(x1,...,xq) = hy(thy, ..., ), l=1,...,d
i ’anomenem estimador pel métode dels moments.
Proposicié 10
1. k > d pero pot passar que k > d.

2. No te més justificacid teorica,

2.7 Propietats asimptotiques dels estimadors

(Q7 ]:a {Pg,
theta € ©}),© C R X, ..., X, son variables aleatories independents identicament
distribuides amb llei desconeguda Py i (x1,...,%,) sén observacions de X =

(X1,...,X,): Omega — Q.

Considerem un estadistic T}, on observarem la dependéncia de n perquée volem
estudiar comportaments al limit, és a dir T,,,n > 1,

T.: Q— g(0)
(funcié de n).

2.7.1 Propietats

Consisténcia 7T,,,n > 1 és un estimador consistent si Ve > 0, V0 € O,

lim Py(|T, — g(6)] > ) =0 = T, "2 g(6)
n o0 0

L’estimador és fortament consistent si

T 2% 9(6)
Pyg,q.s.

Observacié 12
1. Si{T,,n > 1} té moments de segon ordre amb Varg(T,,) — 0ibr, (0) —
n, oo n, oo

0 = T, consistent.

2. Amb les mateizes hipotesis pero semse biaix en lloc del comportament
asimptotic del biaix — T,, consistent.

11



3. Si {T,,,n > 1} son integrables, direm que sén asimptotocament sense

biaix de g(0) si

br, (0) = EgT,, —g(6) — 0
n, oo
(Si Rr, () — 0 = asimptoticament sense biaiz).
n oo

4. Siguin {Ty,n > 1} de quadrat integrable sense biaix de g(6) amb © unidi-

mensional diem que {T,,,n > 1} asimptotocament normal si

V) (T = 9(0)) 225 N(0,02(9),0%(6) > 0

Si el model és reqular, una successid asimptoticament normal és asimptotocament

eficient si o%(0) = %

2.8 Propietats dels EMYV i estimador del metode dels mo-
ments
2.8.1 EMV
1. En general tenen biaix pero asimptoticament no.
2. Sén consistents.

3. Tot EMV no és eficient; no obstant, si existeix I’estimador eficient sera
EMV.

4. Solen ser asimptoticament normals i eficients.

2.8.2 Moments
1. Consistents i fortament consistents.

2. Certa normalitat asimptotica.

3 Intervals de confianca

L’estimacié puntual ens proporciona un estimador 7' que interpretem com una
aproximacié al valor de la funcié ¢g(6). En aquest capitol desenvoluparem un
metode que consisteix en trobat un subconjunt de g(6) depenent de les ob-
servacions x i que conté el valor del parametre amb una probabilitat fixada a
priori.

Considerem un model estadistic (2, F, { P, € ©}, amb © C R%, n observacions
Z1,...,x, d'una variable aleatoria X = (X1,...,X,): @ — Q amb llei Py i una
funcié g: © — R¥. Fixem un valor v € (0, 1).

Definicié 11
Una regid de confianca de g(0) amb coeficient de confianga v és un a familia de

12



parts de RF, {S(x) CRF,x € Q} (S(x) serda un interval de RF on voldrem que
el parametre estigui contingut) que satisfa:

1. V0 €O, {re g ecSx)}eF
2. Py(x € Q,9(0) € S(x)) >, V0 €
Si d =1, s’anomenen intervals de confianca.

La idea és que repetint moltes vegades I'experiéncia que déna lloc a les obser-
vacions, la regié S(z) contindra el valor real del parametre en una proporci6
dels casos.

3.1 Metode del pivot
A continuacié veiem un metode general per construir regions de confianca.

Definicié 12
Una funcié w: Q x g(©) — R* s’anomena funcié pivotant si, per a tot 6 € ©,
7(-,g(0)): Q — R* és un vector aleatori i la seva llei no depén de 6.

Vegem com amb aquesta definici6é construim regions: Sigui v la llei de probabi-
litat en R* del vector aleatori 7(-,g(f)), & € © i sigui B un borelia de R¥ que
compleix v(B) > «. Definim

S(z) ={y € (0), n(z,y) € B} = n(z,)""(B)

Aleshores {S(z) € Q} és una regi6 de confianga per a g(6) al nivell de confianca
v. Efectivament, per a tot § € ©, {x € Q,¢(0) € S(z)} = {z € Q,7(x,g9(0)) €
B} € F,i Py(x € Q, (theta) € S(x)) = Py){z € Q,n(x,g(0)) € B=uv(B) > 7.

Hem de tenir en compte que aquest metode ens permet construir regions de
confianca pero es construeix d’una manera implicita i no explicitament (no tenim
cap manera de trobar funcions pivotants, per exemple).

3.2 Teorema de Fisher

En el cas de normalitat, per trobar funcions pivotants sera molt til fer servir
el segiient teoremas:

Teorema 3 (Teorema de Fisher)

Siguin X1, ..., X, variables aleatories independents idénticament distribuides
amb llei N(0,1). Aleshores X, i Q, =nS2 =31 (X;—X,)? s6n independents
i X N(0, £ 0 Qp ¥%(n—1).

Demostracié. Que X,, N (0, % és obvi per les propietats de normalitat. D’altra
banda, com que X1, ..., X, sén variables aleatories independents i identicament
distribuides amb llei N(0,1), denim que

n_—

& 1?2 noo 1) 2°¢
= P — P 721:171 =
fxi,.x, () ¢|:|1 Ix. (i) <2W> e <27r)

13



amb x = (z1,...,2,) C R". Ara considerem una matriu ortogonal 7' de dimen-

ﬁ,...,ﬁ) idefinim Y = (y1,...,yn) =

X x T. Aleshores, com a conseqiiéncia obtenim

sié nn amb una primera columna (

1
v Lo
Yi=az-| :7ZXi=\/ﬁXn (4)
1 \/ﬁ =1
vn
1YIP=YYT =27 -T2 =2 -Id- 2" = ||z|? (5)

Y = g(z) = x - T és absolutament continu amb densitat
fy(g) = |Jg*1(y)‘ Ix(gT W) =1 fx (T =

n —1112
IR 7 i
2w 2

(LN e (¥ (LN (Il
2w 2 27 2

r=(5) < =I(5) <7

=1

wl3

Veiem que

w3

amb y = (y1,...,Yn) és el producte d'n densitats N(0,1), de manera que ¥ =
(Y1,...,Y,) sén variables aleatories independents idénticament distribuides amb
llei N(0,1) Aleshores,

n

Qu=ns2 =3 (X~ K= X? X2 =
i=1

i=1
n
2 - 2
= Jlal® —nX2 = |Y|* - YE =) Y7
i=2

Per tant, X,, i nS2 sén independents i X,, ~ N(0, %) i nS2 ~ ¢*(n — 1) (suma
de normals N(0, 1) al quadrat independents) O

Corol-lari 2
Siguin X1,..., X, wvariables aleatories independents idénticament distribuides
amb distribucié N(u,o?). Aleshores

2

g

o X, ~N(pu,Z i "Gi; ~2(n — 1) independent
o V=18t
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Corol-lari 3

Siguin X1, ..., X variables aleatories independents idénticament distribuides amb
distribucié N(u1,03) 1Y = (Y1,...,Y,) variables aleatories independents idénticament
distribuides amb distribucié N (ua,02) independents. Aleshores

2 2 2 2
nmSy,  n2Sy, n1S; (n2 — 1)o3

(n1—1)oi " (np—1)o3  n2S2 (n1 —1)o}

~ Fnl—l,ng—l

3.3 Altres metodes
3.3.1 Metode general per construir funcions pivotants

X = (Xy,...,X,) variables aleatories independents idénticament distribuides
amb llei Py i funcié de distribucié Fy. Suposem que Fy és continua i estricta-
ment creixent (per assegurar la bijectivitat i facilitar els calculs). No és dificil
comprovar que Fy(X;) ~ U(0,1):

Demostracid. Sigui Y = Fp(X;), y € (0,1).

Py(Y <y) = Po(X; < Fy ' (y) = Fo(Fy ' (y) =y

aix{
0 siy<O0
Fy(y)=qy si0<y<l1
1 siy>1
que és la funcié de distribucié d’una U(0, 1) O

Ara fent un canvi de variable obtenim que
—InFy(X;) ~ Exp(l) = G(1,1)

En definitiva N
I(X,0) = =Y InFp(X;) ~ G(n.1)
i=1

que és una funcié pivotant.

Torna a apareixer, pero, el mateix problema. Resolem el problema teoricament
i de manera implicita, perd encara no tenim una manera explicita de trobar
I'interval de confianga...

3.3.2 Interval de confianga mitjancant Txebixev

Aquest és un métode molt general i poc precis, de manera que déna intervals
molt grans.

Considerem un model estadistic parametric (Q, F,{Py,0 € 0}), © C R i supo-
sem que tenim un estimador 7T sense biaix de 6, de quadrat integrable i amb
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funcié de risc Rp(f). Per a § > 0, la desigualtat de Txebixev aplicada a la

funcié z2 ens implica que
T— 1 T-— 1
Py 70 >0 < 7E9 79 =
Rr(0) 0 Rr(0) 0

Aleshores, si volem un interval de confianga al nivell v tenim que per a 6, =

1
Py (T = 6,\/Re(0) <0 < T +5,/Re0)) >

1=y
Aqui ens sortiran inequacions amb 6 d’on l'hauriem d’aillar. Com que aix0
pot ser complicat, quan no sigui possible podem aproximar Ry (68) per Ry (T),
obtenint 'interval

[T 6, /D). T + 6,/ Rr 7))

4 Contrast d’hipotesis

4.1 Definicions i notacions basiques

Considerem un model estadistic parametric (Q, F,{Py, 0 € ©}). Qiiestionar al-
guna cosa del parametre és equivalent a fer una particié de I’espai de parametres

©O=0pU0B, 6pNO; =0

Habitualment la qiiestié que plantegem ’anomenarem hipotesi nul-la (és curiés
que es digui hipotesi nul-la precisament a la hipotesi que volem comprovar que
sigui certa, pero es diu que aixo prové del resultat primer contrast d’hipotesi
documentat: la nul-la possibilitat de diferenciar si s’ha posat primer el té o la
llet) Hy: 6 € O il complementaria sera ’hipotesi alternativa H;: 0 € ©, =
© \ ©p. Direm que O és simple si té un sol element i composta si en té més
d’un.

Aquestes dues hipotesis defineixen un problema de test. Per resoldre’l, ens
haurem de basar en les observacions, que faran acceptar o rebutjar la hipotesi
nul-la. Aixi, un test d’hipotesi ¢ ve donat per una particié d’Q(per tant una
particié d’observacions

Q:A()UAl, A00A1:®, Age F

(fixem-nos que no ens cal demanar també que A; € F, ja que en ser una o-
algebra el seu complementari també hi és) La regla de decisié és:

e Si les observacions z1, ...,z pertanyen a Ay, acceptarem la hipotesi H

e Si les observacions z1,...,z pertanyen a Aj, rebutjarem Hj (alerta, no
acceptem Hy, només rebutgem Hy!)
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D’acord amb aquesta regla, anomenarem Ag regié d’acceptacié i a A; regié
de rebuig o regié critica. Per trobar-les treballarem a amb les probabilitats
de prendre decisions incorrectes. Podem, doncs, fer dos errors:

Error de la especie : Rebutjar la hipotesi nul-la essent certa

(o %1 :Pg({EEAl), Vo € O

Error de 2a especie : Acceptar la hipotesis nul-la essent falsa

042(9) = Pg(l‘ € Ao), Vo € O

Podem expressar els dos errors en termes d’una funcié anomenada funcié de
poténcia definida com

¢: © —[0,1]
0 — ¢(0) = Pp(A1)
Aleshores

a1 (0) = ¢(6), ¥ € ©
as(0) =1 — $(0),V0 € ©

Definicié 13 (Poténcia d’un test)
Definim la poténcia d’un test com la restriccié de ¢ a ©1, que indica la
probabilitat de rebutjar Hy quan és falsa.

Ara volem trobar A i A; que minimitzi «1(0) i a(f) (o minimitzar o4 i ma-
ximitzar la poteéncia), perd aixo és minimitzar dues funcions, de manera que en
general no sera possible.

El que farem, doncs, serd acotar ’error que tingui pitjors conseqiiencies (ho
farem per «y) per una quantitat fixada a priori, i d’entre els tests que ho com-
pleixin, triarem el que tingui as més petit (o, alternativament, la poténcia més
gran). Fem-ho de manera formal:

Definicié 14

Diem que un test Ag, Ay té nivell de significacié o € (0,1) (sovint molt
petita) si supgeg, a1(0) < a.

Definicié 15

Anomenarem D,, al conjunt dels tests (particions d'Qen Ag i A1) amb nivell de
significacio . Si 1,9 € Dy direm que o1 €s més potent que po i

¢§02 (0) < d)gal (9), Yo € @1
Definici6 16
Fizat o € (0,1) un nivell de dignificacid, un test ¢ de D, és un test UMP

(uniformement de mazxima poténcia) si és més potent que qualsevol altre
test de D, ¢ (0) < ¢,(0), Vo' € Dy, V8 € O
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Aleshores, de tots els tests de D, agafarem el que tingui poténcia més gran.
Observacié 13 1. Pot no existir o no ser unic
2. Les dues hipotesis no son intercanviables, no son simetriques

3. Els tests solen ser conservadors a favor de la hipotesi nul-la. Es poc
freqiient rebutjar una hipotesi nul-la correcta. Quan acceptem, €s perque
les observacions no ens han donat prou evidéncies com per rebutjar-la.

4.2 Contrast entre hipotesis simples

Teorema 4 (Teorema fonamental de Neyman-Pearson)

Fizem o € (0,1) i assumim que 3co > 0 tal que Ay = {z € Q, L(z,61) <
cal(z,00)} satisfa que Pp,(AS) = a. Aleshores Ay és un test UMP (una regid
d’acceptacid) amb nivell de significacid a per a contrastar Hy: 6 = 0y contra
Hl (0= 91.

4.3 Extensié a contrastos d’hipotesis unilaterals

Suposem que tenim un model estadistic parametric (Q, F,{Py,0 € ©}) i que
mitjancant el lema de Neyman-Pearson hem obtingut un test UMP de nivell
de significacié ai amb regié Ay per a contrastar Hy: 8 = 6y contra Hy: 0 =
assumint 8y < #;. Aleshores, si la regié Ay no depen de 6, i la funcié de potencia
#(0) = Py(AS) és creixent (és a dir, que la funcié de versemblanca creix respecte
el parametre), la regié Ay també serd la regié d’acceptacié d’un test UMP de
nivell de significacié « per a contrastar Hy: 8 < 6y contra Hy: 6 > 6.

4.4 Test de la ra6 de versemblancga

Tenim (Q, F, {Py,0 € ©}), 0 CR?, 21,..., 7 observacionsde X = (X1,...,X,):

Qi L(xz, ) la funcié de versemblanga de Py. Donada una particié © = Oy U O,
amb Oy N ©; =, anomenarem raé de versemblanca al quocient

Supgeo, L(w, 0)

Me) = supgee L(z,0)

Fixem-nos que si f(z) és Uestimador de maxima versemblanca, supycg L(z, 0) =

I(z,0(x).

Si fixem « € (0, 1), el test de la ra6 de versemblanga a nivell de significacié « es
defineix com Ay = {x € Q, A(z) > ¢o}, on ¢o < 1 es determina de manera que
Py(AS) <, V¥ € Oy i contrasta Hy: 6 € O contra Hy: 6 € Oy.

(La idea intuitiva aquf és que per acceptar la hipotesi nul-laf és certa, 6 ha de
ser molt propera a l'estimador de maxima versemblanga. Aleshores el quocient
A(z) sera molt proper a 1.)

Problemes:
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1. El test no ens diu res de la potencia.

2. Pot ser molt complicat trobar la llei de A(z). Si no la podem trobar,
podriem trobar el comportament asimptotic.

Proposicio 11

Si els tests de N-P per contrastar hipotesis simples i la rad de versemblanca
existeizen, aleshores els dos tests coincideizen

Demostracié. APV = {x € Q,\z) > ¢} = {z € Q,% > ¢}t
Aleshores, operant obtenim
L(z, 6o) L(z, o)
APV = {2, 52" > ¢, L(,01) > L(z,00) }{x, ——— > cq, L(z,01) < L(z, 6
0 {177 L(x,@l) Z Ca, ('Tv 1) el (I7 0)} {I, L($790) = Cq, (l‘, 1) < (I7 0)}
Ara bé, a aquest ultim conjunt égizgg =111 > ¢, sempre, de manera que

simplificant els conjunts (L(x,60;) < L(x,0p) — % <1< i, ja que

Co > 1) ARV = {x, % > %} que és una regié d’acceptacié amb la forma

del lema de Neyman-Pearson. (Aixd dltim no ho tinc molt clar, cal revisar-
ho!) O

Per tant, en el cas d’hipotesis simples si que podem coneixer la poténcia mit-
jangant Neyman-Pearson. Ara bé, continuem tenint el problema de que no
necessariament coneixem la llei de A(z). El segiient resultat adrega aquest pro-
blema:

Teorema 5

Suposem 2 C R i que © €és un interval obert de R. Fizat un valor 0y € O,
assumim que el model estadistic associat a una observacid satisfa les condi-
cions classiques de regularitat que hem wvist anteriorment. Suposem, també,
que per a cada n > 1 existeix una unica solucio de l’equacid de versemblancga
(OplnL(xz,0) = 0). Aleshores, quan contrastem Hy: 0 = 6y contra Hy: 0 # 6,
tenim que sota la hipotesi nul-la

Z 2
-2
(@) o X

Aixo permetria fer, per exemple

a = Py, (ANz) < co) = Py (—2InA(z) > —2Inc,) = P(X(Ql) > —2Incy,)

Observacié 14

1. Si tenim que © és un obert de R*, assumint les mateizes hipotesis, quan
contrastem Hy: 0 = 0y contra Hy: 0 # 0y obtenim que

£ 2
—2lnA(x) —— x7,.
nA(z) oo X(k)

Lon AV B vol dir el suprem d’A i B
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2. També en condicions suficients de reqularitat, si contrastem Hp: 0 € Og
contra Hy: 0 & Og podem utilitzar que

<z 2

amb r la diferéncia entre el nombre de parametres lliures de l’espai de
parametres i el nombre de parametres lliures de Oy.

5 Tests d’ajustament i independéncia

En aquest apartat estudiarem, si una mostra prové d’una llei concreta (tests
d’ajustament), si dues o més mostres provenen d’una mateixa llei (tests d’ho-
mogeneitat) o si hi ha relacions d’independéncia o associacié entre agrupacions
d’observacions (tests d’independéncia).

5.1 Teorema de Glivenko-Cantelli

També anomenat teorema finamental de 1’estadistica, és una extensié de
la llei forta dels grans nombres. Intuitivament ens diu que com més gran sigui
la mostra, més informacié podrem obtenir de la distribucié.

Definicio 17

Siguin X1, ..., X wvariables aleatories definides en (2, F, P) que prenen valors
a (R,B(R)). Donat w € , definim la distribucié empirica associada a
X1,...,X com la llei de probabilitat discreta en Rque assigna una probabilitat

% a cadascun dels punts X1(w),..., X, (w), és a dir que VB € B(R),
P¥(B) 1><#{‘€{1 n}, X;(w) € B} L Enl (X;(w))
= — 1 A = — W
n n ) ) ) n et B

(A cada element X; li estem donant una massa %) En el cas particular d’una
successid de variables aleatories independents idénticament distribuides { Xy, k >
1} (infinita) definides en (2, F, P) podem definir com P} la n-éssima proba-
bilitat empirica associada a X4,...,X.

Definicié 18

La n-éssima funcio de distribucio empirica associada a la successio €s la
funcié de distribucio de la n-éssima probabilitat empirica:

1 0 t< X(l)
Ey(t) = P ((—o0,t]) = — D lcoon(Xi(w)) =S L Xy <t < Xy, 1<i<n
i=1 1 t> X(n)

vVt € R. X(;y fa referencia a lestadistic d’ordre (el que ocupa la posicid i-éssima
quan els ordenem de manera creizent).
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Observacio 15

PY i F son variables aleatories (en podem calcular la seva esperanca). Tal com
en les variables aleatories, per simplificar la notacio no indicarem la dependéncia
de w.

Vegem ara perque diem que aquest teorema és una generalitzacié de la llei forta
dels grans nombres;

Observacié 16
Fizat un borelia B € B(R) tenim que

nPy(B) = #{i € {1,...,n}, Xi(w) € By = 3 15 (X;(w)) ~ Binom (n P(B))
i=1

amb P(B) = P(X; € B).

Per la llei dels grans nombres tenim que

Pa(B) = El15(X)] = P(B)

Ara la pregunta que plantegem és si podem determinar algun tipus de classe &
de conjunts tal que

sup| P, (B) — P(B)| === 0
Be¢ n oo

Un problema que ens trobem és que aquesta convergéncia quasi sequra depén del
conjunt B, és a dir, que el conjunt Ag de mesura 0 on falla la convergencia pot
dependre de B. El teorema de Gilvenko-cantelli ens dira que aizod es compleix
per a & = {(—o0,t], t € R} (les semirectes "negatives”).

Teorema 6 (Gilvenko-Cantelli)
Sigui { X, k > 1} una successid de variables aleatories independents idénticament
distribuides en (Q, F, P) amb funcié de distribucid F. Aleshores

sup| (1) — F(t)] ~2 0
teR n/'oo

amb F, la funcio de distribucié empirica.

Demostracid. (Pendent d’escriure) O

5.2 Tests d’ajustament

En aquest apartat donarem eines per comprovar la possibilitat de que una certa
mostra Xi,..., X provingui d'una llei concreta.
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5.2.1 Test de la x?

Multinomial Tindrem n realitzacions independents d’un experiment amb m
resultats excloents Q = A; U ... U A,. Aquestes categories poden ser de tipus
quantitatiu o qualitatiu. La mostra (z1,...,2) pot resumir-se en un vector
de freqiiencies absolutes (n1,,n,,) amb ny + ...+ n,, = n, amb n; representa
el nombre de vegades que ha ocorregut A; (si estem estudiant n tirades d’un
dau, no ens interessa el valor de les tirades, siné quantes vegades ha sortit cada
nombre).

Volem contrastar si la probabilitat de cada categoria A; és P? € [0,1] amb

S PP =1, ésadir, per a P, = P(A;), contrastar Hy: P, = P? Vi = 1,.
contra Hy: P; # P? per algun i. Inicialment aquest no era un problema pa—
rametric, perd ara ’hem ”transformat”en un problema parametric (o millor dit,
parametritzat).

Considerem l'estadistic de chi-quadrat de pearson:

f: *nPO iio(& Po)2
P

i=1 j=1"1J
Tenint en compte les consideracions segiients, plantegem com a regié d’accep-
taciéd Ag = {z € Q, D, (z) < co}
Observacié 17

1. Aquest resultat és una generalitzacid del teorema central del limit i se’n
pot trobar una prova al llibre de 1’Olga Julia i David Marquez.

2. Pel teorema de Bernoulli tenim que

Ns
n

Per tant, sota Hy, 3i € {1,...,m} tal que P; # P? i aleshores D,, —

+00.
3. FEs pot demostrar que
Z 2
D, —— 6
oo X(m—1) (6)

1 aizd, sota Hy,
Pry(A§) = P(Xjh—1 > ca) = @

4. L’aprozimacié (6) es considera valida si nP? > 5 in; >5,Y¥i=1,...,m.
Si els valors son inferiors no se sap com afecta a I’aproximacio.

5. St utilitzem el test de la rad de versemblanga sortira una regid d’acceptacio
stmilar a la del test multinomial.
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Exemple 1

Tenim una taula amb els 500 primers decimals del nombre Pi. Una pregunta
que un es pot fer és si aquests 500 primers decimals son aleatoris o sequeixen
alguna tendéncia. Agafem A; ’esdeveniment “ha sortit el nombre ii' n; indica
quantes vegades s’esdevé A;, és a dir, d’entre aquests 500 decimals quantes ve-
gades apareiz i. Sigui P; = P(A;1). Plantegem la segiient hipotesi Hy: P; =
%, Vi=20,...,91 Hy: P, # % per a algun i. Hem de trobar la regié d’ac-
ceptacic Ag = {Dn, < co} En aquest cas D, — X%g) (9 graus de lliber-
tat perqué hi ha 10 categories, una per cada nombre). Aleshores imposant
Py, (AS) = Py, (D, > co) = P(xﬁg) > ¢o) = 0.05 obtenim c,, = 16.92. Si tenim

una taula de freqiéncies absolutes n;, podem calcular D, (z) empiricament:

" (n; — 500 % 1/10)2
D, (z) = = 6.56
(z) ; 500 % 1/10

Aquest nombre és menor que ¢, de manera que podem afirmar que els primers
500 decimals de pi son aleatoris.
5.2.2 Test de Kolmogorov

Considerem (02, F, P) un model estadistic on P és la familia de totes les probabi-
litats amb lleis continues. Sigui x una mostra aleatoria simple d’una llei P € P
amb funcié de distribucié F'. Recordem la funcié de distribucié empirica:

. 1 &
Fn(y) = EZ(foo,y](xz)a ye R
i=1

Ara, si Fj fies la funcié de distribucié que volem contrastar (és a dir, que pensem
que les observacions segueixen la llei Fp), plantejarem

Hy: F = Fy contra Hy: F # Fy
. Per fer-ho, utilitzarem ’estadistic de Kolmogorov:

A, = sup| Fy(y) — Fu(y)
y€ER

Sora la hipotesi nul-la Hy, el teorema de Gilvenko-Cantelli ens diu que

A, 2250
n oo
i, per tant, sembla logic pensar com a regié6 d’acceptacié Ag = {A, < can},
amb cq, > 0 tal que PO(Ag) < «a. El problema ara és saber la llei de A,, sota
Hy, que en general és complicat.

Teorema 7
La distribucié d’A,, sota la hipotesi nul-la és la mateiza per a tota funcié
continua Fy, és a dir, que no depén de Pjy.

23



Demostracio. Sigui Iy la funcié de distribucié de X1, ..., X1 (Xqy, X(2), ..., X(n))
Pestadistic d’ordre. Com que Fy és continua i creixent i F), creixent i esglaonada,
les diferencies més grans s’obtenen en els salts o just abans:

Ap(z) = SUP{‘FO(X(U) — Fu(X()|s
1<n

Fo(XG) - H’}

n

Fy(X) - Fa(x()|}

7
Fo(X1)) — =

)

= sup {
1<n

Per tant, la llei d’A,, només depen de (Fo(X (1)), .., Fo(X(n))). Si Fy és estric-
tament creixent tenim que Fy(X;) ~ U(0,1). El cas més general de Fj només
continua és bastant més complex i es pot trobar al llibre de Julia-MC-Rovira-
Sarra. Com que Xi,...,X sén variables aleatories independents identicament
distribuides , Fo(X1),..., Fo(X,,) també ho sén. Aixi, (Fo(X1),..., Fo(Xy)) ~
U(0,1)" (n uniformes independents), que és una llei independent d’Fy. Ara
només cal observar que (Fo(X (1)), ..., Fo(X(n))) és un estadistic d’ordre d’una
U(0,1)™ (i, per tant, independent d’Fj. O

; . . ; ; it .
Fins ara sabem que A,, no depén de la llei d’Fp, i a amb aix0 en tenim prou,
perd no sabem ni com és la llei ni el valor de la constant cq -

Observacié 18
Es podria provar que

(Fo(X1),...,Fo(Xn)) > flz) = %D(x)
amb D ={x = (x1,...,2,) €ER, 11 <2 < ... < 2xn}.

Observacié 19
La uncio de distribucio Fa, de A, esta tabulada per a valors petits d’n. Per a
valors grans d'n,

—1 2
P(A, >can)=a < con= M
’ ’ 2n
5.3 Tests d’homogeneitat
Suposem que tenim dues mostres independents (21, ..., Xn,) 1 (Y1, .-, Yn,) que

provenen de lleis P; i P, respectivament. Amb aquests tests comprovarem si les
lleis d’aquestes observacions sén la mateixa llei (i per tant si podem agrupar les
observacions en un sol grup), sense necessariament trobar quines sén aquestes
lleis.

5.3.1 Test de la x?> d’homogeneitat

Suposem que tenim les dades agrupades o que les variables prenen un nombre
finit de valors. Sigui Ay, ..., A,, una particié6 d’Q i siguin (P}, Ps,...,PL) i
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Classe Aq As e A Total

Mostral niq1 ni2 -+ Nim M
Mostra 2 ngq1 N2 - Nom  No2
Total Nel MNe2 “** MNem MN1+N2=n

)

(P2, P3,...,P2) les probabilitats d’Ay, ..., A,, respecte P; i P». Definim a la
taula segiient les notacions que farem servir per a les cardinalitats:

La hipotesi nul-la sera que les dades provenen de la mateixa llei. Sota aquesta
hipotesi, ajuntant les dues mostres tenim una mostra de mida n d’una multino-
mial, 'estimador de maxima versemblanga de P; = Py (4;) = Py(4;) és

p Ni;+MnN2;  Neyi

= ——————— = , Vi=1,...,m
ny + no n

Es pot demostrar que ’estadistic de la chi-quadrat de Pearson convergeix asimptoticament:

m m
(n1; —n1P;)? (n2,; —n2Pi)* 2 2
Dy, ng — : ~ + ; ~ m—2—(m— = X(m—

1,M2 ; 2 ; ) = X2m—2—(m—1)) = X(m—-1)

i Ao = {Dnyny < Cqm} amb P(X%'m—l) > Cam) = Q.

(Per que els graus de llibertat de la x? sén aquests? Per a cada mostra tenim
m categories, per tant diem que té m — 1 graus de llibertat, ja que el nombre
d’ocurrencies de la ultima categoria ve donat pel total menys la suma de les
anteriors. Com que tenim 2 mostres, multipliquem aquest nombre per 2, ob-
tenint 2m — 2 graus de llibertat. Ara bé, en fer l'estadistic D, ,, fem servir
I’estimador 151', i cada cop que fem servir un estimador també perdem un grau
de llibertat. En aquest cas en fem servir m: R-, i =1,...,m. El que també
passa aqui és que com que Y .-, P, = 1, I’dltim queda determinat per la resta,
de manera que ens queda aquest m — 1)

Observacié 20
Es pot generalitzar a k mostres.

5.3.2 Test de Kolmogorov-Smirnov

Aquest segiient test el podem aplicar quan les dues mostres provenen de dis-
tribucions continues. Considerarem dues mostres independents (x1,...,X,,)
i (y1,..-,Yn,) que provenen de lleis P; i P, respectivament amb funcions de
distribucié F i Fy respectivament. Contrastarem

H02P1:P2(<:> F1:F2) contraH1:P17éP2(<:> F17éF2)
Definirem ’estadistic de Kolmogorov-Smirnov com

Any ny =sup|F, (y) — F2(y)|
yeR
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amb F!, F?2 les funcions de distribucié empiriques associades a les mostres:

1 n
Fr(y) = — 1(cooy (i),
i
1 n
FR(y) = — > 2(—oou (i)
N2

Es pot provar que A, ,, té una llei que no depen ni de P; ni de P, només de
n1 i ny. La regié d’acceptacié sera:

Ao = {An; s < Cang ooy amb P(AG) =«
on P és la llei de Ay, s -

En aquest cas també existeixen taules pels valors de les constants cy p, n, Per
a nq i no petits i resultats asimptotics per a valors més grans, pero aqui no els
veurem.

5.4 Test d’independéncia

Quan en un mateix individu es pot mesurar més d’una caracteristica es poden
plantejar si estan relacionades o no. Observem dues caracteristiques (quantitati-
ves o qualtitatives) per a cada individu {(z1,y1), .. -, (Tn, yn)} (mostra aleatoria
simple) d’un vector (X,Y’) i que cadascuna d’aquestes dues caracteristiques po-
den adquirir un nombre finit de valors {uy,...,u,} i {vy,...,vs} respectivament.
Aixi, @ = ({ug, ..., ur} x {v1,...,vs})™ i la familia de probabilitats conjuntes
7) = {9 = (01'7]'), 1= 1,...,7‘; j = 1,...,7’;0 § ei,j S 1?2;12;:19@3' = 1}
Volem contrastar si X i Y sén independents:

Ho: 0,5 = pigj, V(i,j) € {1,...,r} x{1,...,s}

contra
Hy:0,,; # pig; per a algun (4,5) € {1,...,r} x{1,...,s}

Designem n; ; = (u;,v;) és a dir quantes parelles (u;, v;) hiha, n; o = 2;21 nij =
u; el nombre de parelles amb u; a la primera component i ne ; = Z:Zl nij = U
el nombre de parelles que tenen v; a la segona component. Utilitzarem I'es-
tadistic chi-quadrat de Pearson considerant que tenim una mostra de mida n
d’una llei multidimensional que té r x s valors possibles, ja que cada (xz,y;)

es pot representar per un 1 a la casella (4,7), on &; = w; i y; = v; 1 zero a

la resta. Sota la hipotesi nul-la tenum dues mostres independents z1, ..., Z,,
1 Y1,...,Yn,, cadascuna amb llei multinomial de parametres (n,p1,...,p,) i
(n,q1,-..,qs). Els estimadors de maxima versemblanca sén

~ i e .
pi=——,Vi=1,...,7;
n
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Com ja hem viast en apartats anteriors, hem fet (r — 1)(s — 1) estimacions,
ja que tenim les condicions > ., p; = Z;:1 g; = 1. Utilitzarem l'estadistic
chi-quadrat de Pearson

T S
(ns,; — i)’
Dy (x,y) = ZZ#
i=1 j=1 v

s—r—s+1) 1
) >

que, sota la hipotesi nul-la convergeix cap a X%rs—(r—l)—(s—l)—l) = x%r
2

la regié d’acceptacié sera Ag = {D,,(z,y) < ca,rs—r—s+1} amb P(X(mfrfs+1

C(x,rs—r—s-‘rl) =«

5.5 Altres tests no parametrics

Esmentarem sense explicar altres tests que es podrien realitzar

Tests d’aleatorietat Sén tests per garantir que la mostra sigui realment
aleatoria.

e Test de ratxes per a variables dicotomiques
e Test de ratxes per a variables quantitatives

o Test de Von Neumann

Altres tests d’ajustament A part dels dos tests d’ajustament estudiats
també hi ha el test G? de la raé de versemblanca i el test de normalitat de
Shapiro-Wilks.

Tests de localitzacié o posicié Serveixen per contrastar si un conjunt d’ob-
servacions prové d’una variable amb una certa mesura de posicié o localitzacio,
habitualment un percentil. Per una mostra:

e Test de signes de Fisher

e Test de rangs de Wilcoxon
Per a dades aparellades:

e Test de signes de Fisher

e Test de rangs de Wilcoxon
Per a mostres independents:

e Test de la mediana

e Test de Wald-Wolfowitz

o Test de Kruskal-Wallis

e Test de Mann-Whitney
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Tests d’associacié Utilitzats per comprovar si existeix o no associacié en-
tre dues variables d’una poblacié bidimensional. Sota normalitat, sén d’inde-
pendencia.

e Test de correlacié de rangs de Spearman
e Test de Kendall
e Test de Theie (dispersid)

6 Models lineals

Considerem una mostra formada per n parelles (z1,y1),. .-, (Zn, Yn)-

Definicié 19

Dues variables (X,Y) sequeizen un model de regressid lineal simple si existeizen
dues constants o, S1 i una variable aleatoria € centrada (esperanca 0) i amb
variancia finita o2 tal que per a cada valor fizat x, el valor associat de y compleix

y=Po+piz+e (7)

Observacié 21

La variable X (que no és aleatoria sind determinista) s’anomena independent,
predictoria o explicativa, no és aleatoria i els valors son habitualment fixats per
L’experimentador (és coneguda). Donada X, la variable aleatoria Y s’anomena
variable depenent o de resposta. A la variable € se ’lanomena error.

6.1 Estimacio dels coeficients del model lineal

Volem trobar BO, Bl tal que facin que la recta de regressio tingui el minim error
possible. Suposem que tenim

Yi = Bo+ b1z +e€, 1 <i<n

amb ¢; variables aleatories independents idénticament distribuides centrades i
amb varidncia finita 2. Els parametres del model Sy, 81 es diuen coeficients de
regressio. Podem calcular

EY; = E(ﬁo + 1 X + EZ') = 6o+ 01X; + Ee; = Bo + 51X
Var(Y;) = Var(fo + 1 Xi + &) = Var(e;) = 0

5 .

Cov(Y;,Y;) = ? Z_]

' 0 i#yJ

De moment no sabem la llei de ¢;, de manera que no podem utilitzar, per
exemple, el metode de la maxima versemblanga pels parametres.
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6.1.1 Metode dels minims quadrats

Trobem BO i Bl tal que la recta y = Bo + le faci minima les distancies verticals
entre els punts observats (z;,y;) i els punts de la recta estimada (x;,y}), amb
Yy = Bo + P1x;. Volem minimitzar

m n

f(30,31) = Z(?ﬁ —y)? = Z(yi —Bo— 31%’)2

i=1 i=1

Per minimitzar aquesta funcié, fem el sistema de les derivades parcials de [y i
B1 1 comprovem amb la Hessiana.

Teorema 8 . X -

Els valors que minimitzen la funcio son By = gL Bo=Y — X, amb X =
% Z?:l T, Sacy = Z?:l(xi - X)(yz - Y)

Proposici6é 12 .

Anomenarem y; = Bo + S1x; al valor estimat i €; = y; — §; els errors.

1.5,6=0

Demostracid. S, (yi—0i) = 3, (yi—Bo— i) = X3 (yi— G+ 17— i)

Wi —9) + B (@ — i) =0 O
2. Zi Yi = Zi Ui
3. La recta de regressid passa pel punt (Z, ), ja que 30+31£ =y— B T+ 5150 =
Y

Demostracio.

inéizzxi(yi_gi)(zl)zxi(yi sz Yi — i)
*Z *xz Yi g)@Z( 717 Yi =Y +Z Ai)

3 Sy
(_) SLy 61 Z(xi_$)2 :S;cy_ S K

%

(1) Com que ) .(y; — %) = 0, si li restem una altra cosa que també val
0 no estem canviant res

(2) Sumem i restem g

(3) Tenim que § = Bo + Bli ig;, = ﬁo + lei
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5. El valor minim de la funcid Y, (y; — fo — Pr2i)? és Sy, (1 — R2,), amb

J— S-’I)?/ . -, .
Ryy = /5.5, el coeficient de correlacio lineal.
Demostracid.
Z(yz — g+ Bix — Bimy)* = Z(yz —§— Bi(zi —7))* =
52 5 Siy Say

2
= Syy(1 - Ry,)
O
Com més proper sigui Riy a 1 més petita és la suma, que és un bon

indicador de la ”qualitat”de Uajust.

0. Riy s’anomena coeficient de determinacio i és el quocient entre la varia-
bilitat de la recta de regressio i de les dades

> — 1)?

R2 = —
Yo —9)?

6.1.2 Propietats dels estimadors dels coeficients de regressié

Podem escriure

2

o= g = 3w - 2)| = g (o -

, . (s — 22 — ngw;
o= 3 0ea () 3 (St oy (RS,

En podem deduir les propietats segiients:

1. Bo i 81 no sén esbiaixats:

B30 =32 (55 ) 00 = 32 (557 v = TS <

% %

E(Bo) = E(y —2p1) = Bo + 1T — 17 = o
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2. Tenen per variancia:

N\ 2 2 2
~ T — & o o
Var(ﬂl) = 02 Z ( g > = STS’E’E - Sf

. 2 023 22 o2y a2 1
Var(Bo = oo a3 a? — e Ya | = T |52 | = T2 e (3
n TT j n TT j Nozz

J

3. Covariancia entre 8y i f1:

2 25

_ o* _ o’z
Cov(Bo, Br) = 52 Z (Z T3 —nTr;) = e Z<xi_$)2 i
i 7 xx

6.1.3 Teorema de Gauss-Markov

Els estimadors BO i Bl son estimadors lineals en y i no esbiaixats de By 1 51
respectivament amb variancia minima. Es a dir, per a tots T,S estimadors
lineals en y i no esbiaixats de fy i B respectivament es compleix que Var(T) >
Var(ﬁo) i Var(S) > Var(B1). A més, tenim la igualtat si i només sf coincideixen

(50—T051 )
2

6.1.4 Estimador de la variancia o

L’estimador proposat és

A 1 1 1
2 _ § 22 __ § a2 _ P2
0" = n—2 € = n—2 (yl y’b) - n— 2897;(1 Rl’y)

Comprovem ara que no té biaix. Tenim

Z(?/i —9i)? = Z(yi — 9i)yi = ny - Zyzﬂz = Zy? - 23712

i %

Calculem l'esperanca de cada suma paricial de I'iltim terme:

<Z yz> Z Var(y;) + (E(Y;))?] = no® + Z(E
B(X288) = X vart + E@)] = 3 Var(o+ (B = 3 Vari)+ (8

Aleshores

E (Z(yz - Qz)2)> =no® — Z Var(g:)

%
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Finalment

Z Var(g;) = nVar(Bo) + (Z xf)Var(Bl) + Q(Z xi)Cov(Bg, 31) = 20?2

Aleshores

E <z:(yZ - gi)2)> =no? —20% = (n — 2)o?

Substituint a la férmula que hem donat de I’estimador proposat déna &2.

6.2 Model normal de regressié simple

Per tal de fer test d’hipotesis i buscar intervals de confianca cal coneixer la llei
dels errors. La suposicié més usual és prendre ¢; ~ N(0,02) independents i
identicament distribuides. Aleshores y; ~ N(Bo + p124,02%) i

(50) ~N (ﬂo) ” (% - 52) —0's;
b1 Bi)’ —025% 02&1”

També sabem que

8

Ly - Ym, Bo, fr,0%) = ml(”nexp {—;2 Z(yi —Bo— 51%)2}
o & i=1

Observacié 22

Com 02 > 0, la versemblanca serd més gran com més petita siqui la suma
>i(yi — Bo — Bixi)?, i aizi els estimadors de mazima versemblanca de By i
coincideizen amb els trobats pel metode dels minims quadrats. Recordem que
>i(yi — Bo— Prwi)? = Syy(1 — R2,). Aleshores

n 1

;lnL(yl, vy Ym, ﬂ07ﬂla 02) =—53t

_ 1
557 T‘gsyy(lfRiy) =0 = 5= ESyy(lfRiy)

2

2 ~2:n—20_‘
n

que no és el mateix que 6°: &

Pot demostrar-se que g—ﬁ independent de (Bo, 1) i ’%2 = ("_022)02 ~ x%nd).
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