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1 Notacid

Considerem ’espai R, els punts a,b € R, amb a < b. Aleshores |a, b| és I'interval
d’extrems a i b, que pot ser (a,b), (a,b], [a,b) o [a,b]. Definim el volum v d’|a, b|
com v(|a,b|) = b —a, amb v(@) = 01 v({a}) = v([a,a]) = 0. Generalitzant-ho
a lespai R™, siguin a;,b; € R, amb ¢ = 1,...,n 1 a; < b;, podem considerar
linterval A = |ay, b1| X |ag, ba| X ... X |an, by|. Aleshores, v(A) = (by — a1)(by —
az) ... (b, — an).

2 Conjunts mesurables i mesura

Sigui A € R¥. Un primer intent de mesurar un conjunt A és mitjancant I’ano-
menada mesura exterior d’A,|A|*, definida per

|Alx = mf{z v(Iy), I intervals oberts, A C U2 I}
k=1

En el cas d'un interval obert I, |I|* = v(I).
La mesura exterior té les segiients propietats:

1. |- |* esta univocament definida (no depen de l'ordre dels Ij)

2. Laquantitat Y-, v(Ix) > 0, els valors de tots els elements >, , v(I), I), intervals oberts, A C
U211 és > 0, de manera que formen una successié acotada inferiorment
pel 0, de manera que aquest infim existeix.

3. |- |* esta ben definit.
4. Ve >0, A C U T, tal que |A]* < 3°0° w(Iy) < A" +e
5. e |@I*=0

e ACB = |A]* <|BJ*

e A finit 0 numerable = |A|* =0

6. o subaditivitat: [U, A;|* <3772 [A;[*



Demostracié. Tenim que Ve > 0, A; C U2, I; k. Per la propietat 4, tenim
que [A[" < 3707 v(Tik) < A" + 55 1 que UF2 A5 C URE, LR, Iy =
Ujklk,;. Aleshores, amb tot aixo tenim que U3 A;[" < 37 v(Ljk) =

Z;il dorer v(Ijx) < Z;il (|A|* + 2%) = Z;il |Al* + e
7. Sigui I C R™ un interval. Aleshores es compleix que |I|* = v(I).

Demostracio. Com que I C I C I, per la propietat 5 tenim que \I\* <
|I]* < |I|*. Com que I és un obert, sabem que v(I) = |I|*.D’altra banda
Ve > 0, J obert tal que I C J, v(J) < v(I) +e. Llavors, |I|* < |[J|* =
v(J) <v(I) +e.

8. I interval obert, A C R" tal que I C A C I. Aleshores v(A) = v(I) = |A|*
Definicié 1
Sigui X un conjunt (agafarem X = R"™ i sigui X C P(X). Diem que ¥ és una
o algebra si:

i) €X

i) FeY = X\FEeX
iii) B, € X = [, Exr€X

Una mesura sobre ¥ és una aplicacio

@ X — [0, 00 (1)
E — u(E) (2)

tal que
i) p(®) =0
i) (X-additivitat]) By € ¥ disjunts dos a dos, llavors p(Ur—; Ex) = Y peq #(Ex)

Definici6 2
Un conjunt E C R™ és mesurable si VA C R",

|A]* = |[ANE[* + |An E°|*

Teorema (Carathéodory)
Sigui ¥ = (M)(R"™) el conjunt de conjunts E mesurables a R™.

1. (M)(R™) és una o-algebra
2.

p=1-1: MR") — [0,50]
E—s |E| = |EJ"

€s una mesura.



3. La mesura | - | és completa: si tenim Z € M(R™) amb |Z| =014 Z' C Z,
llavors també Z' € M(R™) i |Z'| =0

A,BC M(R"), ACB = |A| <|B]

ACB
. — B\ A= B - |4
|A| < 400

Si B € Epr1, |UpZy Bil = limgoo [ Bl

(Invariancia) Sigui £ € M(R"), a €e R*1 E4+a ={y € R* | 3z €
E,y = x + a}. Tenim que F + a és mesurable i |[E + a| = |E| i que
—E={-x|x € E} és mesurable i | — E| = |E|

2.1 Propietats Topologiques
Sén equivalents:
e F mesurable

e Ve > 0,3U obert i C tancat tals que CC ECUi1|U\C|<e¢

Definicié 3
Diem que una propietat es compleix gairebé per a tot (gpt, qpt, ae) x € X si on

no es compleix té mesura zero. Es a dir, es compleiz (P) gpt u({ de no complir-se (P)}) =

0.

3 Funcions Mesurables
Fins ara tenim E C R™ mesurable (E € M(R")), ivolem f: E — R = [~00, o]
mesurable.

Proposicié 1 -
Sigui E inM(R™), f: E — R. Per a qualsevol a € R son equivalents:

1. {z€E, f(z) > a} = [~ ((a,0]) € M(R)
2. {z €E, f(2) 2 a} = f}(la, q]) € M(R")
3. {z € B, f(z) < a} = f~}([~o0,a)) € M(R")
4. {z € B, f(z) < a} = f~!([~00,0]) € M(R")

Per a qualsevol o € R, qualsevol de les proposicions anteriors implica que {x €

E, f(z) = a} € M(R™).

Definicié 4 B

Una funcid f: E — R, E € M(R™) és mesurable si compleix alguna de les
propietats anteriors.



Demostracioc= 4 : {x € E, f(z) >a} =E\{z € E, f(x) < a}

2 = 3:{z€E flx)>alU{z€E fzr)<a}=FE

2 = 1 : Volem veure que A = {z € E, f(z) > a} = Uy_{z € E, f(z) >

1

= 2 :

a+ 1} =nB,

:f(m)>a,3mtalquef(x)>a+%. r €A = x € By, pera a
algun m = r€nNB,, = A CUB,,

:VerBmﬂmtalquexeBm = fr)>a+Lt >a = z€A

Volem veure que ¢ = {z € E | f(z) > a} = N_{z € E | f(z) >
a— -} =M e M(R"), ja que Ym, M, € M(R™)

: Hem de veure que ¢ C NSS_11)y,. Aleshores Vo € ¢, f(z) > a >
a—%. Sim, € Yy, = T ENS_1Vm

: Hem de veure que ¢ 2O NS°_ ¢, Aleshores Vo € NS°_ ¢, =

Vm, f(z) >a— L+ = f(z)>a = z€¢.

m

11,2304 = 5 : Si a € R, aleshores tenim que {x € F | f(z) = a} = {& € F |

f(z) > a}n{z € E| f(z) < a}. Aleshores com que els dos conjunts de la
interseccié sén mesurables (per 2 i 4), la intersecci6 també sera mesurable.
Si o = 400 seguim el mateix principi: {z € E | f(z) = +oo} =N, {z €
E | f(z) > n}, que per 2, sén mesurables, de manera que la interseccié
de tots també ho és. El procediment per a @« = —oo segueix la mateixa

logica.

Algunes propietats de les funcions mesurables:

a) f(x) = constant és mesurable

b) Les funcions indicador f(x) = 14(x) (1 si x € A, 0 en cas contrari) sén me-
surables <= A mesurable (si el conjunt sobre el que operen és mesurable).

c) f(x)=g(x) gpt x € E i f mesurable =—> g mesurable.

d) f(x) continua = f(x) mesurable.

Demostracid. Sigui f: E — R

ic<
a) {xGEc>a}{Slc_a i, E s6n mesurables,
Esic>a
sia>1
b) {x € E | 1a(z) > a} = (Asiae|0,1) = 14 mesurable < A
Esia<0

mesurable.



c) Tenim {z € E | g(z) > a}, Z={x € E| f(z) #9(x), Ze Mil|Z] =0.
{zeElgz)>a={zxeE|glx)>alnZ)U({z e E|g(z)>a}tnZ).
Tots sén mesurables, per tant, les unions i interseccions també ho son.

d) {z € E| g(x) > a} = f((a,+x]). Com que f(x) continua i (a,+o0]
obert, f~((a, +0o0]) és també obert i, per tant, mesurable.

Proposici6 2
Si f,g son funcions mesurables, aleshores f £gq, f-g, g, %, fé fvag, fAg,
cf, fT, f~ també sén mesurables.

Proposici6 3
Si les funcions f, son mesurables, aleshores infy, fn, suppfn, limf, (mesura-
bles?)

Proposici6 4
1. Si f, g son funcions numerables — f+g, fg, 57 fe, fVvg, fVg, cf,
fT, f~ son mesurables.

2. fn mesurables infy, fn, supyfn @ lim f,, mesurables.

Definicié 5
Diem que s és una funcié simple o elemental si

s(x) = Z aly, ()
k=1

amb ay € R, Ay mesurables disjunts dos a dos. s és mesurable i el limit d’aquest
tipus defuncions és mesurable.

Proposici6 5
Sigui f: E — Ry mesurable, amb E C R™ mesurable. Aleshores dsy successio
de funcions simples creizents que convergeizen cap a f. Per exemple, siguin

k—1
Sk:Z Z 1E£+k1Fk

,amb Bl ={z € B | 52 < f(z) < &k} i Fe{z € E | f(z) > k}.



