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Caṕıtol 1

L’espai Rn

1.1 Introducció

1.1.1 Norma i distància euclidiana

Producte escalar

Definició 1
Sigui x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , xn) ∈ Rn. Aleshores definim el producte
escalar x · y = x1y1 + . . .+ xnyn =

∑n
i=1 xiyi.

Aquestes són algunes de les seves propietats:

• ∀x ∈ Rn, x · x =
∑n
i=1 x

2
i ≥ 0 i x · x = 0 ⇐⇒ x = 0.

• ∀y ∈ Rn, x ∈ Rn 7−→ x · y ∈ R és lineal.
∀x ∈ Rn, y ∈ Rn 7−→ x · y ∈ R és lineal.
El producte escalar

Rn × Rn −→ R
(x, y) 7−→ x · y

és lineal.

Norma euclidiana
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Caṕıtol 2

Ĺımits i continüıtat

2.1 Ĺımits de funcions de diverses variables
Definició 2
Sigui D ⊂ Rn un conjunt, f : D → Rm una funció, l ∈ Rm, a ∈ Rn un punt
d’acumulació de D. Diem que l és ĺımit de la funció f en a (limx→a f(x)) quan
se satisfan les condicions equivalents següents:

a) ∀ε > 0,∃δ > 0 tal que ∀x ∈ D, 0 < ||x− a|| < δ =⇒ ||f(x)− l|| < ε

b) ∀ε > 0,∃δ > 0 tal que f((D \ {a}) ∩B(a, δ)) ⊂ B(l, ε)

c) Si (x
(j)
j≥1 és una successió de D \ {a}, x(j) → a =⇒ f(x(j))→ l

Proposició 1
Sigui D ⊂ Rn un conjunt, a ∈ Rn un punt d’acumulació de D, l = (l1, · · · , lm) ∈
Rm. Si

f = (f1, . . . , fm) : D −→ Rm

x 7−→ f(x) = (f1(x), . . . , fm(x))

Aleshores
l = lim

x→a
f(x) ⇐⇒ ∀k = 1, . . .m, lim

x→a
fk(x)

Demostració.

l = lim
x→a

f(x) ⇐⇒ ∀(x(j)) successió de D \ {a}, x(j) −→
j→∞

l =⇒ f(x(j)) −→
j→∞

l

⇐⇒ ∀k = 1, . . . ,m, ∀(x(j)) successió de D \ {a}, x(j) −→
j→∞

l =⇒ fk(x(j)) −→
j→∞

lk

⇐⇒ ∀k = 1, . . . ,mlk = lim
x→a

fk(x)
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2.1.1 Propietats algebraiques del ĺımits

Sigui D ⊂ Rn un conjunt, f, g : D → Rm dues funcions, a ∈ Rn un punt
d’acumulació de D, l = limx→a f(x) ∈ R, L = limx→a g(x) ∈ R. Aleshores

a)
lim
x→a

f(x) + g(x) = l + L

b)
∀ ∈ R, lim

x→a
f(x) = λl

c)
lim
x→a

f(x) · g(x) = l · L

d)

L 6= 0 =⇒ lim
x→a

f(x)

g(x)
=

l

L

2.1.2 Ĺımits de composicions

A ⊂ Rn, a ∈ Rn punt d’acumulació d’A

f : A→ Rm | limx→a f(x) = b ∈ Rm

B ⊂ Rm, b ∈ Rn punt d’acumulació de B

f : B → R | limy→b g(y) = l ∈ R

 =⇒ lim
x→a

(g ◦ f)(x) = l

2.1.3 Relació dels ĺımits amb l’ordre

Sigui D ⊂ Rn un conjunt, f, g, h funcions, a ∈ Rn un punt d’acumulació de D

a)

∃r > 0∀x ∈ (D \ {a}) ∩B(a, r) | f(x) ≤ g(x)

∃l = limx→a f(x) ∧ ∃L = limx→a g(x)

}
=⇒ l ≤ L

b)

∃r > 0∀x ∈ (D \ {a}) ∩B(a, r) | f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)

∃l = limx→a f(x) ∧ ∃L = limx→a g(x) ∧ L = l

}
=⇒ ∃ lim

x→a
g(x) = l = L

c) Sigui l ∈ R, ∃r > 0 ∀x ∈ (D \ {a}) ∩ B(a, r) |f(x) − l| < ϕ(x), amb ϕ una
funció tal que limx→a ϕ(x) = 0 =⇒ limx→a f(x) = l

Aquesra versió ñes un cas particular de l’anterior: |f(x) − l| ≤ ϕ(x) ⇐⇒
−ϕ(x) ≤ ϕ(x)− l ≤ ϕ(x) ⇐⇒ l − ϕ(x) ≤ f(x) < l + ϕ(x)
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2.1.4 Ĺımits sobre subconjunts

Definició 3
Sigui D ⊂ Rn, E ⊂ D un conjunt, f : D → R una funció, a ∈ Rn un punt
d’acumulació de E ( =⇒ a és punt d’acumulació de D). El ĺımit d’f sobre E
és simplement

lim
x→a

f �E (x)

i s’escriu com a
lim
x→a
x∈E

f(x)

Proposició 2

∃ lim
x→a

f(x) = l =⇒ ∃ lim
x→a
x∈E

f(x) = l

Podem utilitzar aquesta proposició per trobar candidats a ĺımit (si proposem
una restricció, el ĺımit calculat és candidat a ser ĺımit de la funció) i per a
provar que el ĺımit no existeix (proposant restriccions i veient que els ĺımits són
diferents).

Proposició 3
Sigui D ⊂ R, f : D → R una funció, a ∈ Rn, ∃r > 0 (D \ {a}) ∩ B(a, r) =
E1 ∩ . . . ∩ EN on a és punt d’acumulació dels Ej’s, Aleshores

l = lim
x→a

f(x) ⇐⇒ ∀j = 1, . . . , N lim
x→a
x∈E

f(x) = l

Això no és cert per a infinits Ej’s.

2.2 Continuitat

2.2.1 Funcions cont́ınues en un punt

Definició 4
Sigui D ⊂ Rn un subconjunt, f : D → Rm una funció i a ∈ D un punt. Diem
que f és cont́ınua en a quan compleix alguna de les quatre condicions equivalents
següents:

a) ∀ε > 0 ∃δ > 0 tal que ∀X ∈ D, ||x− a|| < δ =⇒ ||f(x)− f(a)|| < ε

b) ∀ε > 0 ∃δ > 0 tal que f(B(a, δ)) ⊂ B(f(a), ε)

c) ∀{x(j)}j≥1 successió de punts de D, x(j) −→
j→∞

a =⇒ f(x(j)) −→
j→∞

f(a)

d) a és un punt äıllat de D o bé a és un punt d’acumulació de D i limx→a f(x) =
f(a)

Direm que f és cont́ınua en D ⇐⇒ ∀a ∈ Df és cont́ınua.

Proposició 4
Sigui f = (f1, . . . , fm) : D → Rm. f és cont́ınua ⇐⇒ f1, . . . , fm són cont́ınues.
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2.2.2 Propietats algebraiques de la continuitat

Siguin f, g : D → R funcions cont́ınues en a ∈ D. Aleshores:

1. f + g és cont́ınua en a

2. ∀λ ∈ R, λf és cont́ınua en a

3. f · g és cont́ınua en a

4. f
g és cont́ınua en a si g(x) 6= 0∀x ∈ D

Proposició 5

D ⊂ Rn, f : D → Rm cont́ınua en a ∈ D
E ⊂ Rm, f(D) ⊂ E, g : E → R cont́ınua en f(a)

}
=⇒ g◦f : D → R és cont́ınua

2.2.3 Funcions cont́ınues en un conjunt

Teorema 1
Sigui D ⊂ Rn un subconjunt, f : D → Rm una funció. Aleshores són equivalents

(i) f és cont́ınua

(ii) ∀V obert de Rm, f−1(V ) = D ∩ U on U és un obert de Rn

(iii) ∀C tancat de Rm, f−1(C) = D ∩ F on F és un tancat de Rn

Corol·lari .1
Sigui F : Rn → Rm un homeomorfisme, és a dir, f és contñinua, bijectiva i f−1

és cont́ınua. Sigui A ∈ Rn. Aleshores:

a) A obert en Rn ⇐⇒ f(A) és obert en Rm

b) A tancat en Rn ⇐⇒ f(A) és tancat en Rm

c) f(Å) = ˚f(A), f(Ā) = f(A), f(∂A) = ∂f(A)

Teorema 2
Sigui K ⊂ Rn un compacte i f : K → Rm una funció cont́ınua, aleshores f(K)
és un compacte.

Demostració. Volem provar que cada successió {y(j)}j≥1 de f(K) té alguna
successió parcial convergent cap a un punt de f(K). y(j) ∈ f(K) =⇒ y(j) =
f(x(j)) on x(j) ∈ K, {x(j)}j≥1 és successió del compacte K.

∃{x(jk)}k≥1 una successió parcial de K}
∃x ∈ K

}
x(jk) −→

k→∞
x

x(jk) −→
k→∞

x

f cont́ınua

}
=⇒ f(x(jk)) = y(jk) −→

k→∞
f(x) ∈ f(K) =⇒

=⇒ {y(jk)}k≥1 és una successió parcial de {y(j)}j≥1, f(x) ∈ f(K), y(jk) −→
k→∞

f(x)
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Teorema de Weierstrass

Sigui K ⊂ Rn un compacte i f : K → R una funció cont́ınua. Aleshores existei-
xen punts x0, x1 ∈ K tals que f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1), ∀x ∈ K.

Demostració.

K compacte

f : K → R cont́ınua

}
=⇒ f(K) ⊂ R

és cpcte.

=⇒

{
f(K) acotat en R =⇒ f(K) acotat sup. inf. en R
f(K) tancat en R

=⇒ ∃M = supf(K) ∈ R, ∃m = inff(K) ∈ R =⇒ M,m ∈ f(K) = f(K) =⇒

=⇒
∃x0 ∈ K | f(x0) = m

∃x1 ∈ K | f(x1) = M

}
=⇒ f(x0) = m ≤ f(x) ≤M = f(x1), ∀x ∈ K

La imatge cont́ınua d’un obert no sempre és un obert, de la mateixa maner
que la imatge cont́ınua d’un tancat no sempre és un tancat i que la imatge
cont́ınua d’un compacte no sempre és compacte.
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Caṕıtol 3

Diferenciabilitat

3.1 Derivades direccionals i derivades parcials

Definició 5
Sigui U ⊂ Rn un obert, f : U → R una funció, a ∈ U i u ∈ Rn un vector unitari.
a ∈ U =⇒ ∃r > 0: B(a, r) ⊂ U =⇒ a + tu ∈ B(a, r) ⊂ U ∀t ∈ (−r, r).
t ∈ (−r, r) =⇒ f(a+ tu) ∈ R. Laa derivada direccional de f en a segons

la direcció del vector u és Duf(a) = limt→0
f(a+tu)−f(a)

t = ∂
∂tf(a+ tu) |t→0

quan el ĺımit existeix i és finit (Duf(a) ∈ R). Si u = (u1, . . . , un) tal que ui = 1
i uj = 0∀j 6= i (anomenarem aquest vector ei), Duf(a) es diu la derivada
parcial de f en el punt a respecte la i-èssima variable i es denota per

Dif(a) =
∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
= lim
t→0

f(a1, . . . , ai + t, . . . , an)− f(a1, . . . , n)

t
=

= lim
xi→ai

f(a1, . . . , xi, . . . , an)− f(a1, . . . , an)

xi − ai
=

∂

∂xi
f(a1, . . . , xi, . . . an) |xi=ai

.

3.1.1 Funcions escalars diferenciables

Sigui I ⊂ R un interval no trivial, f : I → R, a ∈ I. Diem que F és derivable

en a ⇐⇒ ∃(f ′(a) =) limx→a
f(x)−f(a)

x−a ∈ R ⇐⇒ ∃m(= f ′(a)) ∈ R tal que

limx→a
f(x)−f(a)

x−a − m = 0 ⇐⇒ ∃m ∈ R tal que limx→a
f(x)−f(a)−m(x−a)

x−a =

0 ⇐⇒
∣∣∣limx→a

f(x)−f(a)−m(x−a)
x−a = 0

∣∣∣ ⇐⇒ limx→a
f(x)−f(a)−m(x−a)

|x−a| =

0 ⇐⇒ ∃L : R→ R lineal tal que limx→a
f(x)−f(a)−L(x−a)

|x−a| = 0 (L(x) = f ′(a)x).

Definició 6
Sigui U ⊂ Rn obert, f : U → R una funció, a ∈ U . Diem que f és diferenciable

en a sie existeix una aplicació lineal L : : Rn → R tal que limx→a
f(x)−f(a)−L(x−a)

|x−a| =
0.
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Si n = 1, diferenciable en a =⇒ derivable en a.
Si f és diferenciable en a, l’aplicació lineal L que compleix la definició és

única: f diferenciable en a =⇒ ∀u ∈ Rn unitari ∃Duf(a) = L(u) lineal
(L(0) = 0, v 6= 0, v = ‖v‖u, Lv = ‖v‖Lu) Sigui Ea = {a + tu | t ∈ R}.
Aleshores

0 = lim
x→a

f(x)− f(a)− L(x− a)

‖x− a‖
= lim

x→a
x∈Ea

f(x)− f(a)− L(x− a)

‖x− a‖

= lim
t→0

f(a+ tu)− f(a)− L(tu)

‖tu‖
⇐⇒ 0 = lim

t→0

f(a+ tu)− f(a)− tL(u)

|t|

⇐⇒ 0 = lim
t→0

∣∣∣∣f(a+ tu)− f(a)− tL(u)

|t|

∣∣∣∣ = lim
t→0

∣∣∣∣f(a+ tu)− f(a)− tL(u)

t

∣∣∣∣
= lim
t→0

∣∣∣∣f(a+ tu)− f(a)

t
− L(u)

∣∣∣∣ ⇐⇒ 0 = lim
t→0

f(a+ tu)− f(a)

t
− L(u)

⇐⇒ lim
t→0

f(a+ tu)− f(a)

t
= L(u) = Duf(a)

L’aplicació lineal L tal que es compleix la definició de funció diferenciable en a
és única i es diu la diferencial de f en a, i la denotem Duf(a) = daf(u).
∀v ∈ Rn, Df(a)(v) = Df(a)(v1e1 + . . . + vnen) = v1Df(a)(e1) + . . . +

vnDf(a)(en), amb Deif(a) = ∂f
∂xi

(a)
Falten coses del que tens al mail!

3.1.2 Funcions de classe C1
Definició 7
Sugui U ⊂ Rn obert, f : U → R funció. Diem que f és de classe C1 en U

quan per a cada x ∈ U i j = 1, . . . , n, ∃ ∂f∂xj (x) i les funcions ∂f
∂ : U → R són

cont́ınues per j = 1, . . . , n. El conjunt de totes les funcions de classe C1 en U
es denota per C1(U). Aix́ı, f és de classe C1 ⇐⇒ f ∈ C1(U).

Teorema 3
f ∈ C1(U)f és diferenciable en U .

Propietats algebraiques de les funcions de classe C1

Sigui U ⊂ Rn obert, f, g : U → R

• f, g ∈ C1(U) =⇒ f + g, f∆g ∈ C1(U)

• f, g ∈ C1(U), ∀x ∈ U, g(x) 6= 0 =⇒ f
g ∈ C

1(U)
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3.1.3 Funcions vectorials diferenciables
Definició 8
Sigui U ⊂ Rn obert, f : U → Rm, a ∈ U . Diem que f és diferenciable en
a ⇐⇒ ∃L : Rn → Rm lineal tal que

lim
x→a

f(x)− f(a)− L(x− a)

‖x− a‖
= 0

Lj : Rn → Rm lineal | limx→a
fj(x)− f(a)− Lj(x− a)

‖x− a‖
= 0, ∀j = 1, . . . ,m ⇐⇒

{
∀j = 1, . . . ,m, fj diff en a

Dfj(a) = Lj

L es diu diferencial de f en a i es denota per Df(a).

Si f = (f1, . . . , fm) és diferenciable en a ⇐⇒ f1, . . . , fm són diferenciables en
a. En tal cas, Df(a) = (Df1(a), . . . Dfm(a)).

Definició 9
Sigui U ⊂ Rn un obert, f : U → Rm tal que f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)). f és de
classe (C)1 en U quan f1, . . . , fm ∈ C1, C1(U,Rm) denota el conjunt de totes
les funcions f : U → Rm que són de classe (C)1. Si f, g ∈ C1(U,Rm), la suma
i el producte també.

Definició 10
Si f : U → Rm és diferenciable en a ∈ U , la matriu de Df(a) : Rn → Rm en
les corresponents bases canòniques es diu la matriu jacobiana de f en a,

∂f1
∂x1

(a) . . . ∂f1
∂xn

(a)
∂f2
∂x1

(a) . . . ∂f2
∂xn

(a)
...

...
∂fm
∂x1

(a) . . . ∂fm
∂xn

(a)


Regla de la cadena

Sigui U ⊂ Rn,f : U → Rm funció tal que x 7→ f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), a ∈ U .
Si f(U) ⊂ V , definim g : V → Rl tal que y 7→ g(y) = (g1(y), . . . , gl(y)). Si f
és diferenciable en a i g és diferenciable en f(a), aleshores g ◦ f : U → Rl és
diferenciable en a i D(g ◦ f)(a) = Dg(f(a)) ◦Df(a), que efectivament està ben
definida:

Rn Df(a)−→ Rm lineal

Rm Dg(f(a))−→ Rl lineal

 =⇒ Rn Dg(f(a))◦Df(a)−→ Rl lineal

La matriu jacobiana de g ◦ f en a és el producte de les matrius jacobianes
de f en a i de g en f(a):(
∂(g ◦ f)a

∂xi

)
i=1,...,n
k=1,...,l

=

(
∂gk
∂yi

(f(a))

)
j=1,...,m
k=1,...l

(
∂fj
∂xi

(a)

)
i=1,...,n
j=1,...,m

=

 m∑
j=1

∂gk
∂yj

(f(a))
∂fj
∂xi

(a)


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Corol·lari .2
U ⊂ Rn obert f : U → Rm diferenciable (de classe C1) i f(U) ⊂ V amb V obert

de Rm, g : V → Rl diferenciable =⇒ g ◦ f : U → Rl diferenciable.

3.1.4 Derivades parcials d’ordre superior

U ⊂ Rn obert, f : U → R, a ∈ U .

Djf(a) = fxj (a) =
∂f

∂xj
= lim
t→0

f(a+ tej)− f(a)

t
∈ R

Suposem que ∃r > 0 tal que B(a, r) ⊂ U i ∀x ∈ B(a, r), ∃Djf(x) tal que
Djf : B(a, r)→ R. Aleshores

∃Di(Djf)(a) = lim
t→0

Djf(a+ tei)−Djf(a)

t

amb

Di(Djf)(a) = Di,jf(a) = fxi,xj (a) =


∂2f

∂xi∂xj
i 6= j

∂2f
∂x2
j

i = j

Si ∃r > 0 | B(a, r) ⊂ U , ∀x ∈ B(a, r) ∃Di,jf(x), Di,j : B(a, r)→ R

∃Dk(Di,jf)(a) = lim
t→0

Di,jf(a+ tei)−Di,jf(a)

t

amb

Dk(Di,jf)(a) = Dk,i,jf(a) = fxk,xi,xj (a) =



∂3f
∂xk∂xi∂xj

(a) k 6= i ∧ k 6= j
∂3f

∂xk∂x2
j
(a) k 6= i ∧ i = j

∂3f
∂x2
i∂xj

(a) k = i ∧ i 6= j
∂3f
∂x3
j
(a) k = i = j

3.1.5 Funcions de classe Cm

Sigui U ⊂ Rm un obert, f : U → R
Definició 11
f és de classe C1 en U (f ∈ C1(U)) ⇐⇒ f té totes les derivades parcials de
primer ordre en U i aquestes són cont́ınues en U .

Definició 12
Per a m ≥ 2, diem que f és de classe Cm en U (f ∈ Cm(U)) ⇐⇒ f admet
totes les derivades parcials d’ordre m en U i questes funcions són cont́ınues en
U

Tenim que Cm+1(U) ⊂ Cm(U) ⊂ . . . ⊂ C(U), i aleshores que f ∈ Cm+1(U)
admet totes les derivades parcials de qualsevol ordre en U i aquestes funcions
són cont́ınues en U .
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Propietats de les funcions de classe Cm

Si U ⊂ Rn és un obert, aleshores:

1. f, g ∈ Cm(U) =⇒ f + g, fg ∈ Cm.

2. f, g ∈ Cm(U), ∀x ∈ U , g(x) 6= 0 =⇒ f
g C

m

3. f ∈ Cm, V ⊂ Rn obert. Sigui g = (g1, . . . , gn) ∈ Cm(V ) amb g1, . . . , gn ∈
Cm(V ) tal que g : V → Rn i g(V ) ⊂ U . Aleshores, f ◦ g ∈ Cm(V ).

Teorema 4
U ⊂ Rn obert, f ∈ C2(U) =⇒ ∂2f

∂xi∂xj
(x, y) = ∂2f

∂xj∂xi
(x, y), ∀(x, y) ∈ U ,

1 ≤ i < j ≤ n.

4. Si f ∈ Cm(U), 2 ≤ m <∞, 2 ≤ k ≤ m i σ és una permutació de {1, . . . , k},
aleshores

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(x) =

∂kf

∂xiσ(1) . . . ∂xiσ(k)

En particular, les derivades parcials de f d’ordre k amb 1 ≤ k ≤ m en el
punt x ∈ U són les de la forma

D(x) =
∂|α|

∂xα
(x) =

∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

on α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, |α| = k (|α| = α1 + . . .+ αk)

3.1.6 Fòrmula de Taylor

Sigui U ⊂ Rn un obert, a ∈ U i f ∈ Cm(U), 1 ≤ m <∞. Aleshoresel polinomi
de Taylor de f en el punt a d’ordre m és

Pm(x) = f(a) +

m∑
k=1

∑
α∈Nn
|α|=k

1

α!

∂kf

∂xα
(a)(x− a)α

on α! = α1! . . . αn!, (x − a)α = (x1 − a1)α1 . . . (xn − an)αn . Es compleix que
f(x) = Pm(x) + O(‖x− a‖m) quan x→ a, és a dir

lim
x→a

f(x)− Pm(x)

‖x− a‖m
= 0

Rećıprocament, si P és un polinomi de grau ≤ m en Rn tal que f(x) = Pm(x)+
O(‖x− a‖m), aleshores P és el polinomi de Taylor de f en a de grau m.

Per exemple, el polinomi de Taylor de segon ordre d’una funció f en el punt
a és

P2(x) = f(a) +Df(a)(x− a) +
1

2
Hf,a(x− a)
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amb Hf,a (la matriu Hessiana de f en a) la matriu de segones derivades de la
funció

Hi.j =
∂2f

∂xi∂xj

(També la podem definir en termes de la Jacobiana de f en a com H(f(x)) =
J(∇f(x))T ).

Sigui f ∈ Cm(U), 1 ≤ m < ∞, U obert de Rn, a ∈ U . Si P és un polinomi
en Rn de grau ≤ m que compleixi

f(x) = P (x) + O(‖x− a‖m), (x→ a)

aleshores P és el polinomi de Taylor de f en a d’ordre m (TL;DR: El polinomi
de Taylor és únic).

Definició 13 (Notació O petita de Landau)
Siguin f, g funcions reals o escalars diferents en un entorn obert U de a ∈ Rn,
f, g : U \ {a} → R

f(x) = O(g(x)), (x→ a) ⇐⇒ f(x) = g(x)h(x) amb lim
x→a

h(x) = 0

. Intüıtivament, diem que f(x) = O(g(x)) quan f(x) és negligible en comparació
amb g(x).

Difeomorfismes entre oberts de Rn

Siguin U, V oberts de Rn. Un difeomorfisme entre U i V és una aplicació
f : U → V bijectiva, diferenciable i amb inversa diferenciable. Si 1 ≤ k ≤ ∞,
un difeomorfisme de classe Ck entre U i V és una aplicació f : U → V bijectiva
de classe Ck amb inversa de classe Ck.

f : U → V difeomorfisme =⇒ IdU = f−1 ◦ f cadena
=⇒ ∀a ∈ U, IdR =

DIdU (a) = Df−1(f(a)) ◦Df(a)

Df(a), Df−1(f(a)) : Rn → Rn lineals

Df−1(f(a)) ◦Df(a) = IdRn

}
=⇒ Df(a) : Rn → Rn isomorfisme lineal =⇒ detDf(a) 6= 0 ∀a ∈ U

Teorema de la funció inversa

Sigui U ⊂ Rn, f : U → Rn de classe Ck, 1 ≤ k ≤ ∞ i a ∈ U .Si Df(a) : Rn → Rn
és un isomorfisme lineal o equivalentment detDf(a) 6= 0, aleshores f és un
difeomorfisme lineal de classe Ck en a i existeix un entorn obert V ⊂ U de a tal
que f(V ) és un obert en Rn i f � V : V → f(V ) és un difeomorfisme de classe
Ck (f � V : V → f(V ) és bijectiva i f−1 : f(V )→ V és de classe Ck).

Corol·lari .3 (Teorema de l’aplicació oberta)
Si U ⊂ Rn és un obert i f : U → Rn és una funció de classe C1 tal que
detDf(a) 6= 0 ∀a ∈ U, llavorsfésunaplicacióobertai.e.si A

obert
⊂ U aleshores

f(A) ⊂ Rn és obert.
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Corol·lari .4
Si U ⊂ Rn és un obert i f : U → Rn una funció de classe Ck, 1 ≤ k ≤ ∞,
aleshores són equivalents:

i) V = f(U) és obert i f és difeomorfisme de classe Ck entre U i V .

ii) detDf(a) 6= 0 per a tot a ∈ U i f és injectiva.

Aleshores

f difeomorfisme local de classe Ck en a ⇐⇒ detDf(a) = 0

amb la implicació d’esquerra a dreta donada per la regla de la cadena i de dreta
a esquerra donada pel teorema de la funció inversa.

Teorema de Rouché-Frobenius

Considerem el sistema de m equacions lineals homogènies amb n+m incògnites
següent:

f1(x, y) = α1,1x1 + . . . α1,nxn + β1,1y1 + . . .+ β1,mym = 0
...

fm(x, y) = αm,1x1 + . . . αm,nxn + βm,1y1 + . . .+ βm,mym = 0

Les solucions del sistema anterior s’expressen com a

yj = gj(x1, . . . , xn), (1 ≤ j ≤ m)

on gj : Rn → R és lineal, si i només si

det(Bj,k)mj,k=1 = det

(
∂fj
∂yn

(0)

)m
j,k=1

=
∂(f1, . . . , fj)

∂(y1, . . . , ym)
(0) 6= 0

-

Teorema de la funció impĺıcita

Sigui U ⊂ Rn+m = Rn ×Rm un conjunt obert, f : U ⊂ Rn ×Rm → Rm tal que
f(x, y) = (f1(x, y), . . . , fm(x, y)) una funció de classe Ck, amb 1 ≤ k ≤ ∞. Si un

punt (a, b) ∈ U compleix f(a, b) = 0 i
∂(f1,...,fj)
∂(y1,...,ym) (a, b) = det

(
∂fj
∂yn

(a, b)
)m
j,k=1

6=
0. Aleshores ∃W ⊂ U entorn obert de (a, b), ∃V ⊂ Rn entorn obert de a i una
funció g : V → Rn de classe Ck tal que

{(x, y) ∈W | f(x, y) = 0} = {(x, g(x)) | x ∈ V }

és a dir els zeros de f en W són els punts de la gràfica de g, o equivalentment,
en un llenguatge més clàssic, les solucions del sistema d’equacions

f1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0
...

fn(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0
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enW són els punts de la forma (x1, . . . , xn, g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)) =
0 amb (x1, . . . , xn) ∈ V

Teorema dels multiplicadors de Lagrange

Sigui U ⊂ Rn un obert i f : U → R una funció de classe C1. Sigui E = {x ∈
U | g1(x) = . . . = gm(x) = 0} amb 1 ≤ m ≤ n i g = (g1, . . . , gn) : U → Rm
una funció de classe C1 tal que rangDg(x) = m per a cada x ∈ E (és a dir,
∇g1(x), . . . ,∇gm(x) són linealment dependents per a tot x ∈ E). Si f �E té un
entorn local en p ∈ E, aleshores existeixen nombres reals λ1, . . . , λm (anomenats
multiplicadors de Lagrange) tals que ∇f(p) = λ1∇g1(p) + . . .+ λm∇gm(p).

Distància a un conjunt de Rn

Sigui E ⊂ Rn, E 6= i un punt a ∈ Rn. Definim la distància entre el punt a i el
conjunt E com d(a,E) = infx∈E d(a, x) ∈

Observem que l’́ınfim no sempre és un mı́nim (considereu, per exemple la
distància entre un obert i un punt exterior a aquest).

Teorema 5
Si E és un conjunt tancat de Rn i a ∈ Rn, aleshores ∃ un punt y ∈ E tal que
d(a,E) = d(a, y).

Proposició 6
E acotat : E tancat i acotat =⇒ E compacte. Considerem la funció fa : Rn → R

tal que f(x) = ‖x− a‖. Observem que aquesta funció és cont́ınua. Amb
aquestes dues consideracions i pel teorema de Weistrass, tenim que ∃y ∈ E
tal que f(y) ≤ f(x), ∀x ∈ E. Aleshores d(y, a) = ‖y − a‖ ≤ ‖x− a‖ =
d(x, a).

E no acotat : Sigui x0 ∈ E, a 6∈ E, tenim que ‖x0 − a‖ > 0. Definim ara R =
1+‖x0 − a‖ > 0 i K = E∩B′(a,R). Com que E i B′(a,R) són tancats K
també ho és, i com que B′(a,R) és acotat, forçosament K també ho serà.
Aix́ı tenim que d(a,E) = d(a,K), i com que K és tancat i acotat, podem
aplicar el primer cas, obtenint que ∃y ∈ K ⊂ E tal que d(a,K) = d(a, y).
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