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Capitol 1

L’espai R"

1.1 Introduccio

1.1.1 Norma i distancia euclidiana

Producte escalar
Definicio 1
Sigui x = (z1,...,Tn),y = (Y1,...,2n) € R™. Aleshores definim el producte
escalar T -y = T1y1 + ... + TnYn = D1y Tili-
Aquestes sén algunes de les seves propietats:

eVzeR, z-x =" 2?>0iz-2=0 < z=0.

e VyecR", z € R" — x -y € R és lineal.
Vr e R", y e R" — -y € R és lineal.
El producte escalar

R*"xR" — R
(z,y) — -y

és lineal.

Norma euclidiana



Capitol 2
Limits 1 continuitat

2.1 Limits de funcions de diverses variables
Definici6 2

Sigui D C R™ un conjunt, f: D — R™ una funcio, | € R™, a € R™ un punt
d’acumulacid de D. Diem quel és limit de la funcid f en a (lim,_, f(x)) quan
se satisfan les condicions equivalents segiients:

a) Ve > 0,30 >0 tal queVe € D, 0 < ||z —al| <d = ||f(z) =1|]| <e
b) Ve > 0,35 > 0 tal que f((D\ {a}) N B(a,d)) C B(l,e¢)
c) Si (xgjz)l és una successié de D\ {a}, 2V) — a = f(zV)) =1

Proposicié 1
Sigui D C R™ un conjunt, a € R™ un punt d’acumulacid de D, 1 = (11, ,ly) €
R™. Si

f:(f17"'>fm)1D—>Rm
z+— f(z) = (f1(2),..., fm(z))

Aleshores
l=1lim f(z) < Vk=1,...m, lim f(z)
r—a

Tr—a

Demostracio.
I =lim f(z) <= V() successi6 de D\ {a}, 2V} — | = f(z9)) — 1
T—a j—o0 j—oo

— Vk=1,...,m, ¥(29) successi6 de D\ {a}, 29 — | = fr(z)) — I,
j—oo J—00

— Vk=1,...,ml; = lim fi(z)
r—a



2.1.1 Propietats algebraiques del limits

Sigui D C R™ un conjunt, f,g: D — R™ dues funcions, ¢ € R™ un punt
d’acumulacié de D, | = lim,_,, f(z) € R, L = lim,_,, g(z) € R. Aleshores

)
lim f(z) +g(e) =1+
b)
VER, lim f(z) =N
o)
lim f(z) - g(x) =1L
d)
fl@) 1
L#0 = lm 5 =

2.1.2 Limits de composicions
ACR", aé€R" punt d’acumulacié d’A
A= R™ | limg_, =beR™
f | lim,, f(ff? — lim(go f)(z) =1
B CR™, beR"” punt d’acumulacié de B z—a
f:B—=R|lim,pg9(y) =1€R

2.1.3 Relacié dels limits amb 1’ordre

Sigui D C R™ un conjunt, f,g, h funcions, a € R™ un punt d’acumulacié de D

a)
Ir > 0vVz € (D\{a}) N B(a,r) | f(z) < g(x)

. . = <L
Al = limg—q f(z) A L = lim,_, g(x)

b)

Ir > 0Vz € (D \{a}) N Bla,r) | f(z) < g(z) < h(z) , o
A =lim, ., f(z) A L =lim,,,9(x) A L=1 } == 3;%9(33) =l=1L

c) Siguil € R, Ir > 0Vx € (D\ {a}) N B(a,r) |f(z) -1 < ¢(x), amb ¢ una
funcié tal que lim,, p(z) =0 = lim,_, f(z) =1
Aquesra versié fies un cas particular de anterior: |f(x) — 1] < p(z) <
—p(a) <p(x) -1 <pr) <= 1 -pr) < fz) <l+p(z)



2.1.4 Limits sobre subconjunts

Definicié 3

Sigwi D C R™, E C D un conjunt, f: D — R una funcié, a € R™ un punt
d’acumulacié de E (= a és punt d’acumulacid de D). El limit d’f sobre E
és simplement

lim f g (2)

r—a
1 s’escriu com a

e f)
ESE )

Proposici6 2
Jlim f(x) =1 = Flim f(z) =1

r—a r—a
zeE

Podem utilitzar aquesta proposicié per trobar candidats a limit (si proposem
una restriccié, el limit calculat és candidat a ser limit de la funcié) i per a
provar que el limit no existeix (proposant restriccions i veient que els limits sén
diferents).

Proposici6 3
Sigui D C R, f: D — R una funcié, a € R", Ir > 0 (D \ {a}) N Bla,r) =
Ein...NEN ona és punt d’acumulacid dels E;’s, Aleshores
I=1lim f(z) < Vj=1,...,N lim f(z) =1
ra el

Aizo no és cert per a infinits E;’s.

2.2 Continuitat

2.2.1 Funcions continues en un punt
Definicié 4
Sigui D C R™ un subconjunt, f: D — R™ una funcid i a € D un punt. Diem

que [ és continua en a quan compleix alguna de les quatre condicions equivalents
sequents:

a) Ve > 036 > 0 tal que VX € D,||lz —al| <6 = ||f(z) — f(a)|]| <€
b) Ve > 036 > 0 tal que f(B(a,d)) C B(f(a),€)

¢) Y{2W}is1 successid de punts de D, 29 — a = f(z()) — f(a)
- j—o0 j—o0

d) a és un punt aillat de D o bé a és un punt d’acumulacid de D ilim,_,, f(z) =
f(a)
Direm que f és continua en D <= Va € D f és continua.

Proposicio6 4
Sigui f = (f1,.-., fm): D = R™. f és continua < f1,..., fm son continues.



2.2.2 Propietats algebraiques de la continuitat

Siguin f,g: D — R funcions continues en a € D. Aleshores:

1. f+ g és continua en a

2. VA € R, Af és continua en a

3. f-g és continua en a

4. 5 és continua en a si g(x) # 0Vx € D

Proposicié 5

D cCR"” f: D—=R™ continua en a € D 3 3
, = gof: D — R és continua
ECR™, f(D)CE, g: E— R continua en f(a)

2.2.3 Funcions continues en un conjunt

Teorema 1
Sigui D C R™ un subconjunt, f: D — R™ una funcic. Aleshores son equivalents

(i) [ és continua
(ii) YV obert de R™, f=2(V)=DnNU on U és un obert de R"

(iii) VO tancat de R™, f~1(C) = DNF on F és un tancat de R"

Corol-lari .1

Sigui F: R™ — R™ un homeomorfisme, és a dir, f és contiinua, bijectiva i f~!
és continua. Sigui A € R™. Aleshores:

a) A obert en R" <= f(A) és obert en R™
b) A tancat en R" < f(A) és tancat en R™

c) f(A) = f(A), f(A) = f(A), F(04) = 0f(A)

Teorema 2

Sigui K C R™ un compacte i f: K — R™ una funcié continua, aleshores f(K)
és un compacte.

Demostracié. Volem provar que cada successié {y()},;>1 de f(K) té alguna
successié parcial convergent cap a un punt de f(K). y'j) € f(K) = yU) =
f(x(5)) on 29) € K, {()},51 és successi6 del compacte K.

k—o0

FH{2Ur)};>1 una successié parcial de K}
Jre K

. ;;,_,OO } — f(l‘(jk)) — y(jk) k:@ flz) e f(K) =
continua

= {yUr)};>1 és una successié parcial de {y"};>1, f(z) € f(K), yUr) —

k—o0
f(x)



Teorema de Weierstrass

Sigui K C R™ un compacte i f: K — R una funcié continua. Aleshores existei-
xen punts xg,x1 € K tals que f(zo) < f(z) < f(x1), Vo € K.

Demostracio.
K compacte / . f(K)CR — f(K) acotat en R = f(K) acotat sup. inf. en R
f: K — R continua és cpcte. f(K) tancat en R

— 3IM = supf(K) €R, Im = inff(K) eR = M,me f(K) = f(K) =

Jxg € K| f(xg) =m B -
Hsvlemf(a:l):M} = flwo) =m < f(z) <M = f(a1), Vv € K

La imatge continua d’un obert no sempre és un obert, de la mateixa maner
que la imatge continua d’un tancat no sempre és un tancat i que la imatge
continua d’un compacte no sempre és compacte.



Capitol 3

Diferenciabilitat

3.1 Derivades direccionals i derivades parcials

Definicié 5

Sigui U C R™ un obert, f: U — R una funcid, a € U iu € R™ un vector unitari.
ae€lU = 3Ir>0:Bar) cU = a+tu € Bla,r) C UVt e (—rr).
t e (—r,r) = f(a+tu) € R. Laa derivada direccional de f en a segons
la direccié del vector u és D, f(a) = lim;_, w = %f(a + tu) |10
quan el limit ezisteix i és finit (Do f(a) € R). Siw= (u1,...,up) tal que u; =1
iuj = 0Vj # i (anomenarem aquest vector e;), D, f(a) es diu la derivada
parcial de f en el punt a respecte la i-éssima variable i es denota per

Dif(a):gf(a)):thr%f(a_'—tei)_f(a):thn(l)f(ala"'aai+ta"'tva’n)_f(ala an)
Z; — —
~ lim flay, ...,z .o an) — flag, ..., ap) _ 0 Far . 2o an) o,

Ti—>04 T; — a; 6331

3.1.1 Funcions escalars diferenciables

Sigui I C R un interval no trivial, f: I — R, a € I. Diem que F' és derivable
ena <= 3(f'(a) =) limm_mw €R <= 3Tm(= f'(a)) € R tal que
lim,_,q w —m =0 <= 3Im € R tal que lim,_,, W =
L@ flaom@—a) _ o iy, ,, {@=f@om@e)

z—a |z—al

0 <= JL: R — R lineal tal que lim,_,, M_f(g’_a) =0 (L(z) = f'(a)x).

|z—a

0 <= |lim,_,

Definici6 6
Sigui U C R™ obert, f: U — R una funcid, a € U. Diem que f és diferenciable
f@)—fla)—L(z—a) _

lz—al

en a sie existeir una aplicacio lineal L: : R™ — R tal que lim,_,,
0.



Si n =1, diferenciable en a = derivable en a.

Si f és diferenciable en a, ’aplicacid lineal L que compleix la definici6 és
unica: f diferenciable en @ = Vu € R"™ unitari 3D, f(a) = L(u) lineal
(L(0) =0, v # 0,v = ||v||u,Lv = |v||Lu) Sigui E, = {a +tu | t € R}.
Aleshores

f(x) = f(a) = L(x — a) f(z) = fla) = L(z — a)

0= lim = lim

Ta |z — all 2 a Iz —al

=iy L0t —SMe) L)y, flad i) —Fla) - )
=0 [tu] =0 1]

> 0=1lim fla+ tu) —|f|(a) — tL(u) ~ lig fla+tu) —Zf(a) — tL(u)

zhmw_uu) — Ozhmw_uw
t—0 t t—0 t

. fla+tu)— f(a) B
= lim ———"———= = I(u) = Duf(a)

L’aplicacié lineal L tal que es compleix la definicié de funcié diferenciable en a
és tinica i es diu la diferencial de f en a, i la denotem D, f(a) = do f(u).

Vv € R", Df(a)(v) = Df(a)(vier + ... + vpen) = viDf(a)(er) + ... +
vnDf(a)(en), amb D, f(a) = 2L (a)

Falten coses del que tens al mail!

3.1.2 Funcions de classe C!

Definicié 7

Sugui U C R™ obert, f: U — R funcid. Diem que f és de classe C' en U
quan per a cadax € U i 5 =1,...,n, Elé%(x) i les funcions % :U — R son
continues per j = 1,...,n. El conjunt de totes les funcions de classe C* en U
es denota per CH(U). Aixi, f és de classe C! <= f € CY(U).

Teorema 3
f€CHU)f és diferenciable en U.

Propietats algebraiques de les funcions de classe C!

Sigui U C R™ obert, f,g: U - R
o f,9€C'(U) = f+g.fAgeC(U)
o f,geCY(U), Vx e U,g(x) #0 = §€C1(U)



3.1.3 Funcions vectorials diferenciables

Definici6 8

Sigui U C R™ obert, f: U — R™, a € U. Diem que f és diferenciable en
a <= dL: R™ — R™ lineal tal que

f(x) = fla) = L(z —a)

lim =0
a—a [z — al
() — ~Lix —
L;: R" — R™ lineal | limg_, 1) J;(;)_ ol s —a) =0,Vj=1,...,m

L es diu diferencial de f en a i es denota per Df(a).

Si f = (fis. ..
a. En tal cas, Df(a) =
Definicié 9

Sigui U C R™ un obert, f: U — R™ tal que f(z) =
classe (C)! en U quan f1,..
les funcions f: U — R™ que son de classe (C)!.
1 el producte també.

Definicié 10
Si f: U — R™ és diferenciable en a € U, la matriu de Df(a) : R™ — R™ en
les corresponents bases canoniques es diu la matriu jacobiana de f en a,

, fm) és diferenciable en a < fi,..., f;, son diferenciables en

(Dfi(a),...Dfm(a)).

(f1($)7 v 7fm(x)) f és de
. fm € CY, CYHU,R™) denota el conjunt de totes

Si f,g € CH(U,R™), la suma

0 0
g—ii(a) %f;(a)
L) ... F2(a)
O fm Ofm
fa’; (a) ... aan(a)

Regla de la cadena

Sigui U C R™,f : U — R™ funcié tal que x — f(x) = (f1(x),..., fm(x)), a € U.
Si f(U) C V, definim g: V — R tal que y — g(y) = (91(y),...,q(y)). Si f
és diferenciable en a i g és diferenciable en f(a), aleshores go f: U — R és
diferenciable en a i D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a), que efectivament esta ben
definida:

R™ Df( ) R™ lineal
rm P Rl ineal

La matriu jacobiana de g o f en a és el producte de les matrius jacobianes
de fenaidegen f(a):

(el = (Fvw),
’ ol

— rr PIVSPTO Rl i)

Of; B
.,1ln <8:17jz (a)> =1 Z gk
. j=

..... ay]

Ne

Vi=1,...,
—
{ij(a):L

o

m, f; diff en a

J



Corol-lari .2
U C R" obert f: U — R™ diferenciable (de classe C1) i f(U) CV ambV obert
de R™, g: V = R! diferenciable = go f: U — R diferenciable.

3.1.4 Derivades parcials d’ordre superior
U CR"obert, f: U—>R,acU.

Djf(a) = fu,(a) = OF _ et tes) = fla)

eR
Ox;  t—0 t

Suposem que 3r > 0 tal que B(a,7) C U i Vo € B(a,r), 3D, f(x) tal que
D;f: B(a,r) — R. Aleshores

Djf(a + tt’:’l‘) — DJf(a)

t—0 t
amb ,
9% Cy
615,8177 v i‘j
Di(Djf)(a) = Djjf(a) = fo,z;(a) = 52 L
o2 t=J

Si3r>0]| B(a,r) CU, Yz € B(a,r) 3D, j f(x), D; ;: B(a,r) = R
D;jf(a+te;) — Dy f(a)

HDk(Dzjf) (CL) = hm

t—0 t
amb
%(a) k#ink#j
Di(Di 5 1)(0) = Dis 1 (a) = fon v, (@) = ‘”’z{() LAt
8I?awj(a) k=iNi#]
=10 k=i=j

3.1.5 Funcions de classe C™

Sigui U C R™ un obert, f: U - R

Definicié 11
f és de classe Ct en U (f € CY(U)) <= f té totes les derivades parcials de
primer ordre en U i aquestes son continues en U.

Definicié 12

Per am > 2, diem que f és de classe C"™ en U (f € C"™(U)) <= [ admet
totes les derivades parcials d’ordre m en U i questes funcions son continues en
U

Tenim que C™*(U) € ¢C™(U) C ... € C(U), i aleshores que f € C™(U)
admet totes les derivades parcials de qualsevol ordre en U i aquestes funcions
son continues en U.

10



Propietats de les funcions de classe C™
Si U C R™ és un obert, aleshores:
1. f,geC™(U) = f+g,fgeC™
2. f,geC™(U), Ve €U, g(x) #0 — Lcm
3. felC™ V CR” obert. Sigui g = (g1,...,9n) € C™(V) amb ¢g1,...,g, €
C™(V) tal que g: V= R™ i g(V) C U. Aleshores, foge C™(V).

Teorema 4 )
U C R™ obert, f € C2(U) = afg; (z,y) = aggzi (,y), V(z,y) € U,
1<i<j<n.

4. SifeC™{U),2<m<o0,2<k<mioc ésunapermutacié de {1,...,k},
aleshores
ok f (2) = ok f
81‘2‘1 N 81‘“ 8$ig<1) . 8$ia(k)

En particular, les derivades parcials de f d’ordre kK amb 1 < k < m en el
punt x € U sén les de la forma

glal glal

( = — = ——
D) = 5= @) = oo o

on o= (ar,....a.) €N Ja| = k (ja| = a1 + ... + o)

3.1.6 Formula de Taylor

Sigui U C R™ un obert,a € Ui f € C™(U), 1 < m < co. Aleshoresel polinomi
de Taylor de f en el punt a d’ordre m és

18f o
P +ZZ '8xa (z—a)

k=1 aeN"™
la|l=k
onal = ap!...an!, (—a)* = (21 —a1)* ... (T — ap)*. Es compleix que
f(x) = Pp(z) + o(||lxr — a||™) quan x — a, és a dir
e>a ||z —afl

Reciprocament, si P és un polinomi de grau < m en R™ tal que f(z) = Py, (x)+
o(||lz — al|™), aleshores P és el polinomi de Taylor de f en a de grau m.

Per exemple, el polinomi de Taylor de segon ordre d’una funcié f en el punt
a és

Py(x) = f(a) + Df(a)(x — a) + L Hyolx —a)

11



amb Hy¢, (la matriu Hessiana de f en a) la matriu de segones derivades de la

funcié T
H,, =
- 3zi8xj
(També la podem definir en termes de la Jacobiana de f en a com H(f(z)) =
J(Vf(x))T).

Sigui f € C™(U), 1 < m < oo, U obert de R, a € U. Si P és un polinomi
en R™ de grau < m que compleixi

f@) = P(x) + oz —all™), (x—a)

aleshores P és el polinomi de Taylor de f en a d’ordre m (TL;DR: El polinomi
de Taylor és tnic).

Definicié 13 (Notacié o petita de Landau)
Siguin f,g funcions reals o escalars diferents en un entorn obert U de a € R"™,

f,9:U\{a} =R
f(@) = 0(g(@)), (x = a) < f(2) = g(@)h(z) amb lim h(z) =0

r—a
. Intuitivament, diem que f(x) = o(g(x)) quan f(x) és negligible en comparacié
amb g(x).

Difeomorfismes entre oberts de R"

Siguin U,V oberts de R™. Un difeomorfisme entre U i V és una aplicacié
f: U — V bijectiva, diferenciable i amb inversa diferenciable. Si 1 < k < oo,
un difeomorfisme de classe C¥ entre U i V' és una aplicacié f: U — V bijectiva
de classe C¥ amb inversa de classe C*.

f: U — V difeomorfisme == Idy = f~'of cadepe vy € U, Idgp =
DIdy(a) = Df~(f(a)) o Df(a)

Df(a), Df*(f(a)): R* — R™ hneals} . DA@IR SR fame lineal > detD () 2 0o < 0
l)jn—l(f(a))o l)f(a):: Ian a): 1somoriisme linea. € a a

Teorema de la funcid inversa

Sigui U CR™, f: U - R" declasse C¥, 1<k <ooia € U.Si Df(a): R* — R"
és un isomorfisme lineal o equivalentment detDf(a) # 0, aleshores f és un
difeomorfisme lineal de classe C¥ en a i existeix un entorn obert V C U de a tal
que f(V) és un obert en R” i f [ V:V — f(V) és un difeomorfisme de classe
CF (f1V:V — f(V) és bijectivai f~1: f(V) = V és de classe C*).

Corol-lari .3 (Teorema de l’aplicaci6é oberta)
Si U C R™ és un obert i f: U — R™ és una funcié de classe C* tal que
detDf(a) # 0 Va € U,llavorsfésunaplicaciéobertai.e.si A C U aleshores

obert
f(A) CR™ és obert.

12



Corol-lari .4
Si U C R™ és un obert i f: U — R™ una funcié de classe C*, 1 < k < oo,
aleshores son equivalents:

i) V= f(U) és obert i f és difeomorfisme de classe C* entre U i V.
it) detDf(a) # 0 per a tot a € U i f és injectiva.
Aleshores
f difeomorfisme local de classe C¥ en a <= detDf(a) =0

amb la implicacié d’esquerra a dreta donada per la regla de la cadena i de dreta
a esquerra donada pel teorema de la funcié inversa.

Teorema de Rouché-Frobenius

Considerem el sistema de m equacions lineals homogenies amb n+m incognites
segiient:

filz,y) =121+ .. oty + Byt + .o+ BimYm =0

fm(x»y) =0m121 + ... Ty + 5m,1y1 +...+ ﬂmmym =0

Les solucions del sistema anterior s’expressen com a

yj =gj(x1,...,Ty), (1<5<m)

on g;: R™ — R és lineal, si i només si

afj(o)>m _ a(fla-~-vfj)

0 0
8yn g, k=1 a(ylvvym)( ) 7&

det(Bj )} k=1 = det (

Teorema de la funcié implicita

Sigui U ¢ R"™™ = R"™ x R™ un conjunt obert, f: U C R" x R™ — R™ tal que
f(z,y) = (fi(z,v), ..., fm(x,y)) una funcié de classe C¥, amb 1 < k < oo. Siun

~ — 0 2Unenf) _ 0f; "
punt (a,b) € U compleix f(a,b) =01 m(a,b) = det <8yn (a,b))jykz1 #
0. Aleshores 3W C U entorn obert de (a,b), 3V C R™ entorn obert de a i una

funcié g: V — R™ de classe C* tal que
{(z,y) e W | f(z,y) =0} = {(z,9(x)) [z €V}

és a dir els zeros de f en W sén els punts de la grafica de g, o equivalentment,
en un llenguatge més classic, les solucions del sistema d’equacions

filzr, . Tny Y1y Ym) =0

fn(x17"'aznay17"'aym):O

13



en W sén els punts de la forma (z1, ..., Zn, g1(T1, -, Zn)y ooy G (T1, .- Tn)) =
0 amb (21,...,2,) €V

Teorema dels multiplicadors de Lagrange

Sigui U C R™ un obert i f: U — R una funcié de classe C*. Sigui £ = {z €
Ulgi(z)=...=gn(z)=0tamb 1 <m<nig=1(g1,.-.,90): U = R™
una funcié de classe C* tal que rangD,(x) = m per a cada z € E (és a dir,
Vi (x),...,Vgm(x) son linealment dependents per a tot « € E). Si f [g té un
entorn local en p € E, aleshores existeixen nombres reals Ay, ..., A, (anomenats
multiplicadors de Lagrange) tals que Vf(p) = M1Vgi(p) + ... + A Vgm (D).

Distancia a un conjunt de R”

Sigui £ C R™, E'# i un punt a € R". Definim la distancia entre el punt a i el
conjunt E com d(a, E) = inf,cg d(a,z) €

Observem que 'infim no sempre és un minim (considereu, per exemple la
distancia entre un obert i un punt exterior a aquest).

Teorema 5

Si E és un conjunt tancat de R"™ i a € R™, aleshores 3 un punt y € E tal que
d(a, E) = d(a,y).

Proposicio 6
E acotat : E tancat i acotat = E compacte. Considerem la funcio f,: R™ — R
tal que f(z) = ||z —a|. Observem que aquesta funcid és continua. Amb
aquestes dues consideracions i pel teorema de Weistrass, tenim que Jy € B
tal que f(y) < f(xz), Vo € E. Aleshores d(y,a) = ||y —al| < ||lz —a| =
d(z,a).

E no acotat : Sigui z9 € E, a ¢ E, tenim que ||xo —al > 0. Definim ara R =
1+||xo —al| >0: K = ENB'(a, R). Com que E i B'(a, R) sén tancats K
també ho és, i com que B'(a, R) és acotat, forcosament K també ho serd.
Aizi tenim que d(a, E) = d(a, K), i com que K és tancat i acotat, podem
aplicar el primer cas, obtenint que Iy € K C E tal que d(a, K) = d(a,y).
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